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Voorwoord

Deze syllabus dient als leidraad voor een werkweek "Numeriek oplos-
sen van differentiaalvergelijkingen" georganiseérd door het Mathematisch
Centrum. Behandeld worden een aantal numerieke oplossingsmethoden voor
gewone, stijve en partigle differentiaalvergelijkingen. Getracht is een
boekje te schrijven, dat als wegwijzer kan dienen voor hen die in de
praktijk met het oplossen van dergelijke vergelijkingen geconfronteerd
worden. Hiertoe zijn een flink aantal volledig uitgewerkte voorbeelden en
complete ALGOL 60 programma's opgenomen,

In hoofdstuk I worden lineaire meerstapsmethoden behandeld. Een ALGOL
60 versie van deze methoden wordt gegeven in de procedure "multistep",
waarna een uitgewerkt voorbeeld volgt.

In hoofdstuk II wordt een methode aangegeven om stijve differenti-
aalvergelijkingen effici&nt op te lossen. De procedure "exponential fitted
runge kutta" wordt beschreven en aan de hand van een voorbeeld toegelicht.

In hoofdstuk III wordt aangegeven hoe hyperbolische en parabolische
differentiaalvergelijkingen door middel van parti&le discretisatie in een
stelsel gewone differentiaalvergelijkingen omgezet kunnen worden, zodat
gestabiliseerde Runge-Kutta methoden toepasbaar zijn. De procedure "modi-
fied runge kutta" wordt beschreven, terwijl ook hier uitgebreide voor-
beelden zijn opgenomen.

In hoofdstuk IV komen tenslotte parti&le differentiaalvergelijkingen
van het elliptische type ter sprake. Hier wordt de versnelde methode van
Richardson voor het oplossen gebruikt. De procedures "richardson" en
"elimination" worden tezamen met een uitgewerkt voorbeeld uitvoerig be-
handeld. Aan het eind van ieder hoofdstuk zijn een aantal vraagstukken
als oefenstof opgenomen.

De gebruiker van deze handleiding wordt er tenslotte nog op gewezen,
dat de in dit boekje beschreven procedures, die in eerst instantie ge-
maakt zijn voor de X8 rekenmachine van het Mathematisch Centrum, geconver-
teerd zijn of worden voor de SARA rekenmachine, de Cyber 73, waarbij hier
en daar nog enkele modificaties zijn aangebracht. De procedures zullen

volledig gedocumenteerd in de bibliotheek NUMAL verkrijgbaar zijn.

Amsterdam, juli 1972 E. Slagt






MATHEMATICAL CENTRE SYLLABUS 20, 1975, I, 1-2k,

LINEAIRE MEERSTAPSMETHODEN VOOR
GEWONE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

P.W. HEMKER

Een vergelijking van de vorm

2 n
dy dy dy
(1-1) F(X’y’d.x’ CYRREREY n)=o
dx dx

is een n-de orde gewone differentiaalvergelijking. De orde van de diffe-
rentiaalvergelijking, n, is de orde van de hoogste afgeleide welke in
(1.1) voorkomt. Als alle nevenvoorwaarden, zoals de waarden van YoV 'seens
y(n-1), worden gegeven voor dezelfde waarde van de onafhankelijke varia-
bele Xy is het probleem een beginwaardeprobleem. Als de noodzakeli jke
nevenvoorwaarden niet allen voor hetzelfde punt gegeven worden noemen we
het probleem een randwaardeprobleem.

Iedere n-de orde gewone differentiaalvergelijking kan geschreven worden
als een stelsel eerste orde differentiaalvergelijkingen. Hiervoor defi-

niéren we de variabelen

Gy =
ax V4
M, &y
dx 2 4f
av n
n-1 =v = ay
dx n dx
en substitueren we Vs Vpseees V,_q en dny/dxn = dvn_T/dx in de vergelij-

king (1.1). Hieruit blijkt dat we ons kunnen beperken tot het oplossen

van stelsels eerste orde differentiaalvergelijkingen.

Opmerking

In enkele gevallen waarin vergelijking (1.1) een bijzondere structuur



bezit, kan het nuttig zijn deze reductie tot een stelsel niet uit te voe-
ren, maar gebruik te maken van deze bijzondere structuur. Dlt kan in het
bijzonder het geval zijn als een aantal van de afgeleiden d y/dx (0<i<n)

niet expliciet in (1.1) voorkomt.

1.1. De constructie van een oplossing

Laten we ons eerst tot een enkele eerste orde differentiaalvergelij-
king beperken. Het zal later blijken dat uitbreiden tot een stelsel dif-
ferentiaalvergelijkingen geen extra moeilijkheden oplevert. Zij gegeven

de differentiaalvergelijking

(1.3) %‘g—= £(x57) » £: RxR » R

We kunnen de functie f in een tekening voorstellen als een verzameling van
richtingen voor iedere waarde van de onafhankelijke variabele x en van de
afhankelijke variabele y. We nemen aan dat f een continue functie is van

x en y, welke bovendien aan een Lipschitz-voorwaarde voldoet:
(1.4) T >0 V¥, ¥, [Ty, - £(x,3,) |< k| vy v,l
Als nu een punt A gegeven is, kunnen we de oplossing eenvoudig tekenen

door, met toenemende waarden van X, €en baan in het x-y-vlaek te volgen

waarvan de richting gelijk is aan die welke voorgeschreven wordt door f.

R (W Y VO A U W W
N S N A W W U W W W
N SR W N N U U W
~ 4 — ~ ~ N N N N NN
s X S S s - = — =~
R A A A A A

fig. 1.1. Het richtingsveld van de differentiaalvergelijking
dy/ax = -2.5y + (5x+3)(x+1)72



Numerieke methoden voor gewone beginwaardeproblemen komen er dan ook op
neer dat we de oplossing van de differentiaalvergelijking benaderen met
een kromme die zich dicht langs de richtingen van het richtingsveld aan-
sluit. Deze kromme wordt bepaald door stap voor stap een volgend punt
(xn+l,yn+1).te berekenen.

Wanneer men te maken krijgt met een beginwaardeprobleem waarvan de
structuur niet direct een eigenaardig karakter vertoont, is het een goed
gebruik in eerste instantie te trachten dit probleem op te lossen met een
standaardmethode. Een aantal algoritmen welke zich hier goed voor lenen,
zijn bijvoorbeeld de Runge-Kutta methoden zoals ze staan beschreven in
Zonneveld [196L4]. (Tijdens deze cursus zullen we op deze methoden niet ver-
der ingaan.) Een aantal moeilijkheden kan zich echter voordoen. Het meest
voorkomende is het verschijnsel van de "stijve differentiaalvergelijking".
Dit treedt Oop wanneer het gestelde probleem een analytische oplossing heeft
waarvan sommige componenten een zeer stabiel karaekter hebben. In dat ge-
val zullen deze standaardmethoden, vanwege de eis van numerieke stabiliteit,
gedwongen zijn de numerieke integratie voort te zetten met zeer kleine
staplengte. De belangrijke begrippen amalytische (in*zrente) stabiliteit
en numerieke stabiliteit, welke hier naar voren komen, zullen we hieronder

toelichten.

1.2. Analytische en numerieke stabiliteit

De oplossing y(x) van een differentiaalvergelijking hangt, behalve
van de functie f (zie (1.3)), ook af van een gegeven beginvoorwaarde:
v(a)= b. Beschouwen we twee oplossingen ¥, eny, van een differentiaal-

vergelijking met beginvoorwaarden welke een weinig verschillen
1(X) = f(x,y), y1(a)= b
o(x) = £(x,5), v,(a)=b + €

dan noemen we de differentiaalvergelijking analytisch (of inherent) sta—
biel op het interval (a,c) als geldt

x € (a,e) = ]y1(X) - v,(x)] < e
Een belangrijke grootheid, welke de stabiliteit in de omgeving van een

punt in het x-y vlak bepaalt (Zocale stabiliteit), is de parti&le afge-
leide f_.
¥y



Schrijven we

%x- (y,(x) - v,(x)) £(x,y,) - £(x,y,) =

fy(x,y1)(y1—y2) +o(y,=v,)s

dan zien we dat het gedrag van de verschilfunctie v(x)= y1(x) - yz(x)
weer beschreven wordt door een differentiaalvergelijking en dat voor

kleine waarden van v(a) = € bij benadering geldt

(1.5) — v(x) = fy(x,y) v(x)

ofwel fx ( ()
£ (E,y(&))dE
v(x) = v(a).e & v v .

Hieruit volgt direct dat een differentiaalvergelijking in ieder geval sta-
biel is op die plaats waar fy(x,y) <0

Voor een stelsel differentiaalvergelijkingen

IA
e
IA

d
el A AL C S SRR AR 1 n,
laat het begrip partiéle afgeleide zich uitbreiden tot het begrip

Jacobiaan, de matrix van partidle afgeleiden
J(X9Y) = (Bfi/ayj)(X,Y)-

Het stabiliteitsgedrag wordt geheel bepaald door deze Jacobiaan. Het
stelsel differentiadlvergelijkingen is nu stabiel als voor alle eigen—
waarden van de Jacobiaan Ai geldt Re Ai < 0.
Wanneer de partiéle afgeleide fy(x,y)(of de Jacobiaan J(x,y)) onafhankelijk
is van de argumenten x en y spreekt men van lineaire (een lineair steigel)
differentiaalvergelijkingen. Een niet-lineaire vergelijking heeft een sta-
piliteitsgedrag dat afhankelijk is van de plaats in het x-y vlak.

Numericke stabiliteit is een wezenlijk ander begrip. Zegt inherente
stabiliteit iets over de analytische oplossing, numerieke stabiliteit zegt
iets over de numerieke berekening. Bij een rekenproces worden telkens

fouten geIntroduceerd zoals afbreekfouten en afrondfouten. Een numeriek
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proces heet nu numeriek stabiel wanneer het min of meer ongevoelig is voor
deze fouten, zodat geen opeenhoping van gemaakte fouten ontstaat. We on-
derscheiden (1) absolute stabiliteit: de numerieke fout wordt in absolute
waarde steeds kleiner, en (2) relatieve stabiliteit: de numerieke fout
blijft klein ten opzichte van het gewenste resultaat van de berekening.
Een numeriek proces heet instabiel wanneer de gemaakte fouten versterkt
worden en daardoor op den duur het gewenste resultaat kunnen verdringen.

We zullen ons op deze plaats niet bezighouden met het analyseren van

het stabiliteitsgedrag van de verschillende methoden voor het oplossen van
gewone differentiaalvergelijkingen. We volstaan hiertoe met verwijzen naar
een aantal boeken: Henrici [1962], Gear [1971] en MC Syllabus 15.1 [1972]
Een enkele opmerking over numerieke stabiliteit moet hier echter toch ge-
maaskt worden.

Bij een theoretische behandeling van de numerieke stabiliteit van
methoden voor gewone differentiaalvergelijking, worden bijna uitsluitend
locaal lineaire beschouwingen gegeven, d.w.z. men beperkt zich tot een
klein gebiedje in het x-y vlak (juist dat gebiedje waar men de oplossing
wil construeren) en men neemt aan dat de Jacobiaan in dat gebiedje prak-

tisch constant is.

1.3. Het stabiliteitsgebied

Het stabiliteitsgedrag van een numerieke methode, bij het oplossen
van een bepaald probleem, hangt ten nauwste samen (1) met het karakter
van het op te lossen probleem, met name van de’Jacobiaan in de omgeving
van de oplossing, J(x,y(x)), en (2) met de staplengte hn waarmee de inte-
gratie uitgevoerd wordt. De stabiliteit van een bepaalde methode wordt ge—
karaskteriseerd door een gebied S in het complexe vlak. Een numeriek sta-
biel proces wordt verkregen wanneer voor iedere stap uit het integratie-
Proces en voor iedere eigenwaarde Ai van de Jacobiaan geldt dat hnxi,n €S

Een belangrijk onderscheid valt te maken tussen expliciete methoden
en impliciete methoden om gewone differentiaalvergelijkingen op te lossen.
Bij expliciete methoden wordt in iedere stap van het integratieproces
Y4 berekend door een vast aantal malen de functie f(x,y) te evalueren
waarbij tevoren de argumenten x en y bekend zijn. Bij een impliciete

methode moet voor iedere integratiestap een (in het algemeen niet-lineaire)

vergelijking opgelost worden van de vorm



a(x (

n+1> Yn+1?

*n+1? yn+1)) = 0.

Waar expliciete methoden- zoals standaard Runge-Kutta - door hun (vetrek-
kelijke) eenvoud de voorkeur schijnen te verdienen, blijken deze alle een
begrensd stabiliteitsgebied te bezitten. Voor beginwaardeproblemen waar
IAil grote waarden aanneemt, kan het voorkomen dat de integratie met
kleinere stappen moet worden uitgevoerd dan men op grond van nauvkeurig-
heidscriteria wenst (stijve differentiaalvergelijkingen). Sommige impli-

ciete methoden hebben dit nadeel niet.

1.4. Extra informatie voor efficiénter rekenen

Hoewel het in principe mogelijk is een beginwaardeprobleem numeriek
te integreren met een algoritme die als enige informatie over het gestelde
probleem de definiérende functie f en de bijbehorende startwaarden
gebruikt, zullen we dikwijls aan de algoritme extra informatie willen ver-
schaffen om de berekening efficiénter te kunnen uitvoeren. Informatie
welke hiervoor o.a. in asnmerking komt is
(1) een analytische uitdrukking voor de Jacobiaan,

(2) de ligging van de eigenwaarden in het compléxe vlak.

Dikwijls is een redelijke benadering van é&n van deze twee al voldoende
om de efficiency van de berekening aanzienlijk te verhogen. De Jacobiaan
wordt gebruikt in semi-impliciete methoden en wordt ook bij impliciete
methoden gebruikt om de vergelijking G = O op te lossen. Wanneer de lig-
ging van de eigenwaarden bekend is, kan dit gebruikt worden om de techniek
ven het "exponentieel fitten" toe te passen. beze techniek die ook zeer
geschikt is voor het oplossen van stelsels gewone differentiaalvergelij-.

kingen zal behandeld worden in een volgend hoofdstuk.

1.5. Lineaire meerstapsmethoden

In dit hoofdstuk zullen we een beschrijving geven van de meerstaps—
methoden volgens Adams-Moulton [1883,1926" en Curtiss-Hirschfelder
[1952], zoals ze later zijn uitgewerkt door Nordsieck [1962] en Gear
[1968]. Deze methoden behoren tot de lineaire meerstapsmethoden, een klas-
se van methoden waar een uitgebreide theorie over bestaat. (Henrici [1962]
Gear [1971], MC Syllabus 15.1 [1972].) De nieuw. - ontwikkelingen zijn

vooral gericht op het efficiént oplossen van stelsels stijve differenti-



aalvergelijkingen. We willen hier op de theoretische aspecten niet ingaan,
deze kunnen gevonden worden in bovengenoemde boeken. We zullen hier de
nadruk leggen op de structuur en het gebruik van procedures zoals ze wor-
den gegeven door Gear [1971] (in FORTRAN) en door Hemker [1971](in

ALGOL 60).

Beschouw het stelsel differentiaalvergelijkingen
> >
(1.6) y' = %(y) = _f’(y,lﬁyza”-sym):
geschreven in vectornotatie. Zij h > 0 een vast gekozen staplengte en laat

x, = Xq + nh, n = 0,1,2,...,N,

een rij punten zijn met gelijke tussenruimte. We schrijven §n voor de be-

nadering van ;(xn) (n = 0,1,2,...,N), de oplossing van (1.6) met een ge-
geven beginvoorwaarde ;O:

Ip = ¥ix, €n T y1n’y2n""’ymn :
> > > >
Wanneer we aannemen dat € T €4 = eeu = €y = 0 dan heet € de Zocale

discretiseringsfout van de methode en de methode heet nawkeurig van de
orde p als geldt

> p+1
€ o(n™" ).
Een lineaire meerstapsmethode om (1.6) op‘te lossen, wordt gedefi-

nieerd door de vactorvergelijking

k
> >
0 %5 yn-i +h .Z Bk ¥(yn—i) =3 (n2k)
1=0

(1.7)

I~

1

Waarbij k startwaarden §O’§1""’§k—1 nodig zijn. Een methode wordt ge-
definieerd door de keuze van de parameters a;, Bi (i=0,1,...,k); er be-
staan methoden die eern hoge orde van nauvkeurigheid bezitten en stabiel
zijn voor voldoend kle. = h. Twee typen van deze methoden komen als bij-
zonder gunstig naar voren. Dit zijn (1) de methoden welke de waarden
f(§n—i) (Oéisk\ door een polynoom verbinden (de Adams-Moulton methoden;

a, = 0 voor i ~ :,...,k). Deze bereiken de orde van nauvkeurigheid p = k+1

maar bezitten een - met hogere orde afnemend - begrensd stabiliteitsge-



bied. En daarnaast (2) de methoden welke de waarden y (0<i<k) met een

n-1
polynoom verbinden (de Curtiss-Hirschfelder methoden; Si =0 voor i = 1,2,
...,k). Deze laatste methoden, met een orde van nauwkeurigheid p = k, zijn
slechts stabiel voor p<6. Het stabiliteitsgebied van deze methoden strekt

zich echter (voor ps<6) uit over de gehele negatieve reéle as.

p
+= ; t 0 s 1 1 To

fig. 1.2. Stabiliteitsgebieden voor Adams-Moulton methoden (1inks)

en voor Curtiss-Hirschfelder methoden (rechts)

De voorwaarden voor consistentie en het bepalen van stabiliteitsgebieden
voor de lineaire meerstapsmethoden wordt uitgebreid behandeld in hoofd-
stuk IV van MC Syllabus 15.1 [1972].

We beschouwen de k-stapsmethoden (1.7) met % # 0, deze kunnen worden

geschreven als
(1.8) v, =n G+, B = -By/%gs

. . . .. > > > >
waarin § een 11neare'comb1natle is van ¥ oY _psee ¥y k,_f(yn_1),...,
f(y k)' Als B = O is de methode expliciet en levert de berekening van Y,
geen moeilijkheden op. Als B # 0 is de methode impliciet en is (1.8) een
stelsel van m (nlet—llnealre) vergelijkingen met m onbekenden. De gebrui-

kelijke iteratieve methode om dit stelsel op te lossen wordt gegeven door

. N >
. = + = cee
(1.9) r_”}’n hB%(ryn) 33 r 0,1,2,

waarin y een beginapproximatie is van y Het is eenvoudig in te zien
dat dit iteratieproces convergeert voor kleine waarden van |hx |

(A 2,...,A de eigenwaarden van de Jacobiaan). Voor stijve stelsels

houdt dit echter in dat de staplengte klein gekozen moet worden. Een an-



dere, geschikte, iteratieve methode om (1.8) op te lossen is het gewijzig-
de Newton-Raphson iteratieproces, dat gedefinieerd wordt door

* =1 > >
(1.10) - (I-ngs™) (7 -$-hs¥(ryn)),

> >

r+1yn ryn
. * . . . > .

waarin J een benadering is van de Jacobiaan J(ryn). Dit schema conver-

geert als alle eigenwaarden van de inverse matrix in absolute waarde klei-

ner dan &én zijn. Zijn A1,A2,...,Am de eigenwaarden van J° dan zijn

1 i=1,2,...,m,
1= hBXi
de eigenwaarden van (1-hBJ*)-1. De iteratiemethode is dan geschikt voor
stijve stelsels. We merken op dat men bij het uitvoeren van dit proces de
beschikking moet hebben over een benadering van de Jacobiaan J.

De vectorfunctie $, gedefinieerd door (1.8) is in het geval van de
Curtiss~Hirschfelder methoden een lineaire combinatie van y (O<i$k) en
in het geval van de Adams-Moulton methoden een lineaire comblnatie van
Y,_q en f(yn_i) (0<i<k). Een lineaire transformatie voert bij de Curtiss-
Hirschfelder methoden de vector (yn_1,yn_2,...,yn_k) over in de vector der

achterwaartse differenties

2 k-1

(yn_T,VYn_1,V Y /2,..-,V yn_1/(k—1)!) =

n-1
2

~ h k-1 k-1
=(yn_1,hy'n_1,5-y" seeesh 'y ( )/(k—1).’).

n-1 n-1
Bij de Adams-Moulton methode kan (yn_1,fn 1,fn 2,...,fn_k) worden overge-
voerd in

~

(o T o€ e a8 /(ket) 1)

2
I~ h™ , k_(k), ,
= (3rn_1,k13,r'n_1,—y2 SPERER - yn_1/k.).

We kunnen @ derhalve ook beschouwen als een lineaire combinatie van
i3 )/1. (0<is<p-1)

We kunnen nu eenvoudig, op expliciete wijze, beglnschattlngen

' Yn

n ,h ¥ see.shP” ’ (p 1)/(p 1)! berekenen door directe extrapolatie, bij

voorbeeld met behulp van de formules
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]
V= net F Bper n Y2kt wP! (p )/(p-1)1

en

2 p-1_(p-1)
"= ' o)1
h o oy' hy!  +Byp gt D0y Ty /(p-2)!
Nadat op deze wijze beginschattingen verkregen zijn, worden §n en
h;; iteratief verbeterd met behulp van (1.10); r§£ (r>0) wordt gedefi-
nieerd door

>, d >\ _ >
he ryé - hB%(r-1yn) = n " 2

Wanneer dit iteratieproces bedindigd is kunnen de waarden h y(iz/i!
(2<i<p) berekend worden door de beginschattingen te corrigeren met een
term a; X (y oy ). De factor a; is afhankelijk van de gekozen methode en
van de gekozen orde. (Voor het bewijs hiervan en voor de berekening van
a; zij verwezen naar MC Syllabus 15.1 [19721.)

Een volledige rekenproces in één integratiestap luidt dus als volgt:

(g) als i<

J 0 als i>]

[
n
=
]
o3
hos)
&

-
=
<¥
—
|
=
<y

r+19n~ ' r > r = 0,14...,R-1

I

<y
+
ay

. ' h [
h r+1yn rn r
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<v
¥

yn = Ryn
>y ->
(1.11) h v, h n
ni )5y i ) (hy'-h y')  (2<isk)
- 0"n i n 0'n T

Wanneer de orde van de formule bij de volgende stap hoger gekozen wordt,

wordt bovendien berekend

Rt DT & (hy! - h T/ (k1)

1.6. Een strategie voor het toepassen van lineaire meerstapsformules

We hebben nog een groot aantal vrijheden als we dit proces willen

toepassen. Zo moeten we nog beslissen

(1) wanneer we een nieuwe J° zullen berekenen,
(2) welke methode we zullen toepassen: Adams-Moulton of Curtiss-—

Hirschfelder, en

(3) met welke orde en welke staplengte we zullen integreren.

In het kort zullen we de strategie vermelden die in de procedure
MULTISTEP gerealiseerd is:

1. We kiezen een minimale en een maximale staplengte (een minimale stap-

lengte is o.a. nodig om ons van een eindig proces te verzekeren).

2. Als we geen reden hebben om aan te nemen dat de vergelijking stijf

is, integreren we in eerste instantie met de Adams-Moulton methode.

3 Bij niet- stlgve dlfferentlaalvergellgklngen (Adams-Moulton methode)
nemen we eerst J = 03 bllet dat het 1terat1eproces niet snel genoeg con-

vergeert met de laatste J° dan wordt de Jacobiaan ter plaatse geé&valueerd.

b, We starten de integratie met een eerste orde methode en met de mini-
male staplengte (een hogere orde methode kunnen we niet gebruiken omdat we

niet over h' y( )/1. (i22) beschikken).
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5. We nemen minstens k equidistante stappen met een k-stapsmethode.
6. We verlagen of verhogen de orde van nauwkeurigheid nooit met meer dan
8én tegelijk.

(i)

T. Na een aantal stappen met een p-de orde methode berekenen we h
(i=p-1,p,p*1), d.i. de staplengte die een voorgeschreven afbreekfout (eps)
zal veroorzsken bij het gebruik van de i-de orde methode. De maximale h i
wordt gekozen als nieuwe staplengte, in combinatie met de bijbehorende
orde i. (Enige veiligheidsmarges zijn ingebouwd om overbodig heen- en
terugspringen te verhinderen.) We maken er gebruik van dat de i-de orde

afbreekfout evenredig is met

1eP v voor i = p-1

> 2 voor i = D,
gy, = ol

(5 -3 - (F =3l i = pt1
o on’ = ‘Bn-170"n-1 voor 1 = p¥i.

8. In een aantal gevallen zullen we gedwongen zijn een integratiestap te
verwerpen en een stap met kleinere staplengte opnieuw uit te voeren. Dit

kan optreden (A) als het proces niet (voldoende snel) convergeert terwijl
J* een goede benadering is van J of (B) als de verkregen afbreekfout gro-

ter is dan de gewenste.

9. Wanneer bij de minimale staplengte de berekende afbreekfout groter
blijft dan de gewenste, wordt dit waarschijnlijk veroorzaakt door stijf-
heid van de differentiaalvergelijking * ; wanneer dit optreedt bij het
gebruik van een Adams-Moulton methode, wordt overgeschakeld op een
Curtiss-Hirschfelder methode, wanneer dit optreedt bij een Curtiss-
Hirschfelder methode wordt verder gerekend met de backward-Euler methode
met de minimale staplengte. (N.B. de backward-Euler methode is de
Curtiss-Hirschfelder methode van orde 1.) Wanneer in dit laatste geval
piet aan het locale foutcriterium is voldaan, wordt dit in een output-

parameter gemeld.

* .. . . . e . .
) Stijfheid van de differentisalvergelijking is een begrip dat zowel af-

hankelijk is van de vergelijking zelf, als van de eisen die de gebrui-
ker aan de oplossing stelt: eps en hmin.



13

1.7. De procedure MULTISTEP

Tot slot geven we de gebruiksaanwijzing voor ALGOL 60 procedure MULTISTEP

+

Declaratie

procedure MULTISTEP (x,xend,y,hmin,hmax,ymax,eps,

first,dd,fxyi,i,jacij,j,n,available,
stiff);

value hmin,hmax,eps,xend,available,n;

Boolean available,stiff,first;

integer i,j,n;

real X,xend,hmin,hmax,eps, fxyi,jacij;
array y,ymax,dd;

<procedure body>;

Parameters

X :

xend :

hmin,hmax:

eps :

ymax

<variable>;
Deze wordt o.a. gebruikt als Jensen-parameter voor fxyi en
Jacij; de onafhankelijke variabele;

ingang: x0 de beginwaarde van het integratie intervalj;

<expression>;

de eindwaarde van het integratie-interval (xend > x);

! <array identifier>; array y [0:7,1:n];

de afhankelijke variabele;

ingang: de beginwaarden voor het stelsel
differentiaalvergelijkingen
y[0,i1:= y[i] (x0);

uitgang: y(xend);

<expression>;
de minimale resp. de maximale stap waarmee de integratie

wordt uitgevoerd;

<expression>;

de maximaal toegestane relatieve locale fout

: <array identifier>; array ymax[1:n];

ingang : de toegestane absolute locale fout/eps;



14

first

dd

He
-
Cae

fxyi

jaei]

uitgang:ymax [i] is de maximale waarde welke yli]

tijdens het integratie proces heeft aangenomen;

<identifier>;

bij een eerste aanroep van de procedure moet first:=
true opdat gestart kan worden met een eerste orde
Adams-methode. Bij het verlaten van de procedure is
first:= false zodat bij het voortzetten van de
integratie de procedure voortgaat op de wijze die
vanaf de laatste aanroep met first:= true de beste

gebleken is (een hogere orde Adams- of Curtiss-methode);

<array identifier>; array dd[0:7,0:nl;

throughput en meldingen:

aal0,0] = 0 Adams-methode gebruikt,

= 1 overgeschakeld op Curtiss-methode;

aal1,0]1 = 0 geen fouten opgetreden tijdens executie,

= 1 bij de huidige hmin kan de nietlineariteit van het

probleem niet gevolgd worden;

dd[2,0] : aantal stappen waarbij met de huidige hmin
de vereiste locale fout niet binnen de
gestelde grenzen bleef;

ddlf3,0] : if dd[2,0] = 0 then O else

schatting van de maximale locale fout;

<identifier>;

worden gebruikt als Jensen-pérameter voor fxyi en
Jacijs

<expression>;

een uitdrukking afhankelijk van x,y,i welke de
waarde van dyi/dx geeft;

<expression>;
een uitdrukking afhankelijk van x,y,i,j, welke
(ad 1ib.) de waarde van a(dyi/dx)/ayj geeft

(de Jacobiaan van het stelsel);
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available: <Boolean expression>;
een uitdrukking welke aangeeft of door jacij de

Jacobiaan ter beschikking gesteld wordt;

stiff ¢ <Boolean expression>;
als stiff:= true gebruikt de procedure direct
methoden welke geschikt zijn voor het oplossen van
stijve differentiaalvergelijkingen, zonder eerst de

Adams-Moultonmethoden te proberen;

n ! <expression>;

het aantal vergelijkingen waaruit het stelsel bestaat.

1.8. Voorbeeld van een aanroep

Als voorbeeld van het gebruik van de procedure MULTISTEP geven we een
gedeelte uit een programms waarin met verschillende waarden van de parame-

ters eps en hmin de oplossing wordt berekend van het beginwaardeprobleem

(=1000 x (y+z-2) - 0.013) x y
-2500 x (y+z-2) X z

dy/ax
dz/dx

met de beginwaarden

y(0) = 1;  z(0) = 1.

De resultaten worden telkens afgedrukt voor x = 0.005 en x = 50
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BEGLN COMMENT VOORLOOPBAND MULG+EBEP (MR 128/72) (kR 3.3,8, MeEi 197213

PROCEDQURE MUL¥¥ETFRP (X, XEND, Y, MMIN,HMAX . YMAX, EPS, PIRST,0D,
FXYI,11,JACIJ,Jy,N,AVAILABLE,STIPP{}

YALUE HMIN,HMAX,ERS, XEND,AVAILABLE (N}

BOQLEAN AVAILABLE,STIFF,FIRST; 1u1ég:g_||,JJ,N; _

BZAL X,XEND,HMIN,HMAX,EPS,FXY|,JACIJ} ARRAY Y,YMAX,0D}

BEGLN OWN BOOLEAN WITH JACOB|AN,ADAMS}
owN [NTEGER kOLD; QWN BEAL XOLD,HOLD}
BOQOLEAN EVALUATE,EVALUATED,CONV;
INTEGER 1,J,L,K,KNEW,MAXORDER,FAILS,SAME}
BRAL N.cu.cuncv.c.foLconv,70Lul.ToL,?oLOVN;!aRol,ort,
ABRAY CONST(1156),A(017),DELTA,LAST DELTA,DP L4iN), JACILIN,LINYY
LNTEGER ABRAY PL1IN))

BBOCEQURE METHOD; .
BZSLN WITH JACOBIANI® -ADAMS} .

MAXORDER:= LF ADAMS THEN 7 ELSE 61

Iis Kis 13

LL ADAMS IHEN . . .

BEGLN EQR CONST(I)1is 1,4.172,2,1,.5,1,,%,24,12,1,5/12.1,.75,
1/6137.°9v2‘-20.37501t11/12‘1/3.1/2‘153.33o37.0901:
251/720,1,2%/24,3%/72,5/48,1/120,70,08,533,33,,3158,
95,288,1,137/120,,625,17/96,,025,1/720,87,97,70,08,
.0?‘07.19087/60480.1.1,225,2031270.4?/192.7/14‘u

) 7/1440,1/5040,106,9,87,97,.0139 BQ (1% | ¢ 1

END BL3E . . .

BEGIN EQB CONST[!)im 1:1:3:2.112/3:151/3:60‘-5:109/1101n
6/11.1/11:9.167:7.333-0." -‘5.1' n7o .2. .02312.5l
10.42,,1667,120/274,1,225/274,85/274,15/274,1/274,
15,98,13,7,.04167,180/444,1,58/63,8/12,25/232,
3/2%2,1/1764,19,6,17,15,,008333 B0 1w | ¢ 1

ENQ

ENQ METHOD)

BBQSEQUBE ORDER) . i
BEGLN LE K»MAx ORDER THEN BEdLIN OO(1,0)tw 23 GOIQ RETURN LNQ)
Jim (K=1) & (Ke8) / 2 & 1}
EQR 11m 0 S$IEE 1 UNTIL K DO afllim Constiied))
TOLUP i3 (EPSWCONST[JeKes1))42)
TOL 18 (EPSECONST[JeK*21)42}
TOLOWN:® (EPSAaCONST(JeK*3))42}
TOLCONVis EPS/(28N#(K+2)))
EVALUATES® W{TH JACOBIANS
SAME|w Ko}
ENQ ORDER}

PBASEDURE EVALUATE JACOBIAN}
BE4LN BEAL R) _
EVALUATE:s EALSES
LT AYAILABLE THEN
BEGLIN Rim «AfO0) ® W}
£08 1118 4 sIEE 1 UNTIL N 0O
. 593 Juis 1 STEE & UNTIL N 00 vaciii,uulte vAcid e Ry
END ELAE
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BEGLY a:éu D} BBBAY FIXDY,Fix Y[1IN)}
EQR 111s1 STER 1 YNIIL N DO
BEGIN FiXx YOitdems Y0, 1105 PixDYlI1)em PXY} ENQS
EOf (1=1 SIEE 1 UNTIL N 0Q
BEGLN Olm 1Z EPS>ABS(PIX Y([1)) THEN EPSeEPs
ELSE EPSeaBS(PIX V{I]))}
vi0,1)8tm v10,1) o D}
Ris = Al0) & H/D} )
£08 tiw 4 STER 1 UNTIL N 0O
JAC(I!.!]II(PXV1 = FIXOYLII)) @ R}
. YiO,13tm Pix viI}
END
ENDJ . ' _
EQR I1m 1 SIEE 1 UNILL N QB vAClI,1)in vacti, 1) o 1p
DET(JAC,N,P))
EVALUATED!s IBUL
END EvALUATE JACOBI|AN;

BBOSEDUEE CALCULATE STER AND QROER;
BEALY REaL AL )A2,AY)
SAME s 10)
Atte L K4 THEN 0 EL3f )
0.750(TOLDWN/SUM(I,1,N, (vIK, | 1/yMAKL1])$2))4(0,8/K))
A21® 0.B0%(TOL  /ERROR ) 4 (0,5/(Kei))}
AJ1® LE KQMAX ORDER v FAILS$Q THEN 0 ELatL
0.708(TOLUP /SUM(1,1,N, ((BELTA[|)ulLASY DELTA[I1))/
YMAXL11)42))4(0.5/(Ke2))
1E A1%A2 ~ Aa1>A3 THEN BEGLN KNEWisK={) CWNEWISAL END ELSE
1E A2>A3 THEN BCCLY KNEwisK | CMNEW;wA2 END ELSE
, BEGLY KNEwimKei) CWNEWImA3 ENp
ENB CALCULAYE sTEP AND ORDER}

BBACEDURE seT) .
BEGLN XOLDIa Xj HOLDI® Wi KOLDis Kj CHim 1j
EQB 11= 1 SIEE 1 UNILIL N QO )
. EQB Ji= 0 SIZR 1 UNILL K DO 0O(J,!1)1s Y{y,1)
END SET)

BROCEQURE RESET sTep)

BEGLN BEAL ¢ ]
1L CH < HMIN/HOLD THEN CHim HMIN/HOLD ELSE
1E CH > HMAX/HOLD IHEN CH:im HMAX/HOLD)

Xim xOLDj Hiw WOLD @ CHj Ciw 1)
EQB J1=0 STEP 1 UNILL K 0O, .
BEGLN EQR 11w SIER 1 UNTIL N QQ YUV 1)is DOLJ, 1) o ¢
Ciz= C » CH
ENDI
i SAMEIs K ¢ §
ENQ RESET STEP;

EBOCEQUBE BEGIN)
BEGIN FAILSI= 0 Mpa HM|N) .
EQB 1112 1 SIEE 1 UNTIL N GO YI1,11)1m PXY] @ W)
. Kta 1) ORDER; SET
END BEGIN}

1E FIRST TygN .
BEGLN FIRSTis EALEZ) ADAMSiIs =STIFF; METHOD)
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117
118
119
120

12y

122
123

124

125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135

136

137
138
139
140

141

142

144.

145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160

161

162
163
164
165
166
167
168
169
170
i71
172
173
174
178
176

BEGIN; EQ8 !+w 1,2,3 g ODC1,03is 0
ENQ ELSE
BLGLN METHOD; Kis KOLDj ORDER; CHis 1} RESET STEP END)

QR Ltz 0 WHILE X¢XEND DO

BEGLN LF X+W<XEND THEN Xt» xoH ELSE
BEGLN CH:im (XEND=x)/H; RESET STEP; Xis XENO EBQJ

COMMENT PREDICTION)

EQB 1130 STER 1 WNILL K-1 OQ

EQ8 Jiz k=1 SIEE -1 uytiiL ' 0@
ELMaOV(l.N‘J,Jtl,Y'Y,ﬂ,)I

EGB I3 1 SIEE 1 UNILL N QO DELTALIlim O}

COMMENT CORRECTION AND ESTIMATION LOCAL ERROR}

FOB Li=1,2,3 RQ

BEGLN £OB iltwi STEE 1 UNIIL N DQ OPLIIlje PXYIOH = ¥I1,11])
LE EVALUATE THEN EVALUATE JACOBIAN)
1E WITH JACOBIAN THEN SOL(JAC,N,P,0F))}

CONvis IBUE) )
EQR 1= 1 SIEE 1 WNIIL N DO
BEGLIN OFIts DF{1)}
y{0,1)ts vt0,1) « A[O)eDP I}
vi1,1)tm YI1,1) o ori)
DELTA(!)i= DELTA([I) & DOFI)
CONVim CONV ~ ABS(DFI) < TOLCONV & YMAX[I]

END)
LE CONv IHEN
BEGLN ERRORim SUM(I,1,N,(DELTALIJ/ZYMAXLI])$2))
- EVALUATED:= EALSE) GQIQ CONVERGENCE
£ND)

COMMENT ACCEPTANCE OR REJECTION}
LE :=CONV IHEN NO CONVERGENCE}S
BEGIN LE WITH JACOBIAN & ~ EVALUATED THEN ELSE
LE Hy>HMINe1 0001 IHEN
BEGLN WITH JACOBIANTs wiITH JACOBIAN v AVAILABLE}
. CHi® CH/4 :
END ELSE
LE ADAMS IHEN GQi@ TRY CURTISS CLSE
BEGLN 0O!1,0)¢ts 11 GPIQ RETURN ENQI

) EVALUATE!S WITH JACOBIAN} RESET STEP
ENQ ELSE CONVERGENCE!

LE ERROR>TOL IHEN ERROR TEST NOT OKi
BEGIN FAILS!s FAILS « 13
LE H>kMINe1,0001 IHEN
BEGLN LE FAILS>2 IHEN
BEGIN Xis 0} RESET STEP} BEGIN
END ELSE
BEGLN CALCULATE STEP AND ORDERj
LE KNEW§K THEN BEGLN Kiw KNEW}) ORDER gN0s
- CHis CHoCHNEW/FAILS) RESET STEP
EbQ ELSE
LE ADAMS TIHEN TRY CURTISSS -
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177 BEGLN ADAMSis FALSE| METHOD; ORDER] RESET STEP ENQ ELSE
178 JE x$1 IHEN ,

179 BEGIN xiw1; ORDER} RESET STEP ENOD ELSL

180

181 BEGLN COMMENT VIOLATE EPS CRITERION]

182 Cis EPS & SGRT( ERROR/TOL )}

183 L1E ¢>p013,0) IHEN OO(3,0)ts C;

184 00(2,0)ts DD(2,0] o 1}

185 60IQ ERROR TEST OK

186 . EbD

187 : END ELSE

188 .

189 ERROR ‘TEST 0OK1

190 BEGLIN FAILSIe 0} . ) .

194 : 1E K>2 IHEN BEGIN FQR 11s1 STER ¢ UNTIL N RQ
192 . ELMCOLVEC(2,K,1,v,4,DELTALI]) ENQ}

193 EQB 1t= 1 STIEP 1 UNTIL N QO LF ABS(Y(0,1))>YMAX[ )
194 THEN YMAX[1):iuABS(Y(0,1)))

198 SAME(® SAME « 1;

196 LE SAMER1 THEN BEGIN FOR l1my STEP 2 UNIik N DO
1907 LAST DELTAlI)r= DELTA(I) ENQ ELSE

198 LE saveasQ IHEN

199 BEGLN CALCULATE STEP AND ORDER;

200 L CHNEW>1.1 THEN

201 BEGLN SAME:I® Kk + 13

202 1L KNEwek THEN

203 BEGLN LE KNEW>K THEN

204 BEGLY EQR 1wl STER 1 UNTIIL N QO
205 YIKNEV, | ]ts DELTA[I)eA(K]/KNEY
206 ENGs

207 Kis KNEW; ORDER

208 ENDs

209 LE CHNEW> HMAX/H IHEZN CHNEWla HMAX/MH}
210 Him H e CHNEW} Cis 1) .

211 EQB Jisi STEP 1 UNTLL K DQ

212 BEGLN Cie C » CHNEY) ..

213 EQ8 13m1 STEP 1 UNTIL N DO
214 YiJ. 1)t Y(J, | )eC

215 [4-1°]

216 EbR

217 ENDS

218 SET

219 END

220 END STEP)

221 RETURN: DD(0,0)8s LE ADAMS IHEN O ELSL 1; OO[{4,0}1® K

222 ENQ MUuPeBOER;

223

224

228

226

227

228

229

230

231

232

233

234

238

236
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1.9. Opgaven

1. 7ij gegeven het beginwaardeprobleem

-(1-c)s + qc,

¢ = M((1-c)s - pe,

s(0) = 1, c(0) =0,

M = 1000; q = 0.99; p = 1.00.

$

Bereken met een standaard Runge-Kutta procedure s(t) en c(t) voor
t = 1,2,3,4,5.

Bereken met behulp van de procedure MULTISTEP s(t) en c(t) voor

t =1,2,3,4,5,10,15,20,25,50.

Voer de berekening een aantal malen uit met verschillende nauwkeurig-
heid.
Hoe nsuwkeurig is het verkregen resultaat?

Ga telkens na hoeveel functie-evaluaties en hoeveel evaluatie van de

Jacobiaan nodig zijn.

Is hier sprake van een stijve differentiaalvergelijking?

2. Twee gekoppelde chemische reacties worden beschreven door de chemi-
sche vergelijkingen

k1
—_—

ABB —— AB + B,
2

k3

—_—
AB +—— A + B,

kh»

met k, = 0.795, k, = 0.845, k3 = 0.893, k) = 0.9%0.

Het verloop van de concentraties [ABB] = y en [AB] = z wordt beschre-

ven door het stelsel differentiaalvergelijkingen

dy/at = -ky + k,z(b-z-2y),

dz/dt = ~kjz + kh(b-z-ZY)(a-z-y) - dy/at



3.

Gegeven is:

a=1; b=2; y(0)=0.25; 2z(0) = 0.5.

Bereken y(t) en z(t) voor t = 0.333, 0.672, 1.012, 100

Gebruik de procedure MULTISTEP met

hmin 0.002, 0.005, 0.01, 0.02

L, 6

P8 = 4073 07 10750 407

stiff:= false.
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Wordt bij de integratie een Adams-Moulton of een Curtiss-Hirschfelder

gebruikt?

Welke uitspraak kan men doen omtrent de nauwkeurigheid van de

resultaten?

Zij gegeven het beginwaardeprobleem

e
]

-0.0kx + 1Ohyz,

y= 0.0kx+ | dys - 3,Ty%,
. 2
z = 31073' s
x(0) = z(0) = 0; y(0) = 1.

Laat zien dat dit probleem equivalent is met

a= O.3v2,

L00(1-u-0.0001v) - 10000v(u+0.3v),

v

u(0) = v(0) = o.

Is hier sprake van een stijve differentiaalvergelijking?

Bereken u(0.4), v(0.4), u(10), v(10) en ga na hoeveel functie-evalu-

aties en hoeveel evaluaties van de Jacobiaan nodig zijn.
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EXPONENTIEEL AANGEPASTE RUNGE-KUTTA METHODEN
VOOR STIJVE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

P.J. van der HOUWEN

Op het Mathematisch Centrum zijn de laatste jaren nieuwe Runge-Kutta
formules gevonden waarvan de stabiliteitseigenschappen die van de stan-
daard Runge-Kutta formules verre overtreffen. Deze formules zijn dan ook
geschikt voor de integratie van stijve differentiaalvergelijkingen. Boven-
dien blijken ze heel goed bruikbaar voor de integratie van beginwaarde-
problemen voor parabolische en hyperbolische differentiaalvergelijkingen.
In dit hoofdstuk zullen we nader ingaan op de integratie van stijve dif-
ferentiaalvergelijkingen. In hoofdstuk 3 komen partiéle differentiaalver-

gelijkingen aan de orde.

2.1. Methode van Euler

De meest eenvoudige formule voor de integratie van het beginwaarde-

probleem
(2.1) 7' ), ixg) = 7§,
is de formule van Euler:

(2.2) ¥y

=y +nf(x,7), n=0.1..
n+1 n n” "n*”n’? e e

Deze formule is tevens de eenvoudigste vorm van een Runge-Kutta methode.

2.2. Algemene Runge-Kutta methoden

Een generalisatie van de Euler-formule werd door Runge [1895] gegeven.

Voeren we de afkorting

F o= ¥ ¥ )

it 3¥n+1° 5041
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in, dan kan de algemene m-punts Runge-Kutta formule geschreven worden als

p
jxn+1 =% + uj hn, J=0,1,...,m-1,
- _ >
Oyn#-‘l_yn’
> >
Woe1 = ¥n ¥ X0 M oFne1
> > > -
(2.3) 9 o¥pet TV * 25,0 Pnoofner T 22,1 Pn a1
¥ =3 +A . h F .. +A . h T 4.+ S
o+t - In m,0 ‘n 0 n+1 m,1 "n 1 n=1 te m,m~1 mr1fn+1’
ES _ >
kjyn+1 T o+’

Hierin zijn u'j en A 1 nader te bepalen parameters
Q
Schema (2.3) berekent uit het resultaat y in het punt x = X, via m-1

. ->
een nieuwe vector ¥y

n+1

tussenresultaten jyn+1 in de tussenpunten x = jxn+1

in het punt x = x (zie figuur 2.1).

y =V
1yn+1 3 n+1 n+1

yn = Oyn+1

|
|
|
|
i
|
|
i

n 1xn+1 2Xn+1 xn+1

fig. 2.1. 3-punts Runge-Kutta-proces voor een

scalar-vergelijking

Een Runge-Kutta formule wordt volledig vastgelegd door de (mxm) drie-
hoeksmatrix (Aj l) en de vector (uj). In de praktijk kiest men altijd
3

J = 1eeee,m=1,

(2.%)

= .= A + A. + ... + AL
Ho = 0s ¥ 23,0 3.1 J,j-1’
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zodat nu de matrix (Aj l) Op een eenduidige wijze een Runge-Kutta proces
E]

genereert.

2.3. Standaard Runge-Kutta formule

De meest bekende Runge-Kutta formule werd door Kutta [1901] gegeven.
In de notatie (2.3) 1luidt deze formule

- - - 1 =
0%n+1 T ¥ 1%peq T 2Xne1 T X, Y3 By 3¥p+1 T Xy * Ry,
- _ >
o¥n+1 = Yno
1Y n+1 I 2 "n 0 n+1?
) 1
-> > >
Vn41 T yn + 2 hn 1fn+1’
> > >

> 1 > 1

> _ -2 l 1
Ynet1 = hyn+1 Yn * h [6 O¥n+1 + 3 1fn+1 M 3 2fn+1 *% 3¥n+1]’

of in compacte vorm

]
5 0 00
o%oo

(A-l)‘

Jds 00 1 0
11 11
L6 3 3 6 |

2.4. Orde van nauwkeurigheid

Stel dat het integratieproces gevorderd is tot het punt (x ,y ) in
het (x,¥)-vlak. Door dit punt gaat een oplossing z(x ,y 3x) van de diffe-
rentlaalvergellgklng. Dus zou men exact integreren dan zou men in het punt

> > . . .
X = X =x + hn de vector z(xn,yn;xn+1) vinden. De numerieke integra-

n+1 n
tieformule levert echter de benadering ;n+1' Het verschil

(2.5) o, = 2(x .Y 5x_ ) - Ve

n n’'n’ n+1
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wordt de locale discretiseringsfout genoemd (ook wel afbreekfout in het

>
punt (xn,yn) ). Wanneer

> _ p+1
Py = O(hn )  voor hn +0

dan heet de integratieformule nawwkeurig van de orde p (vergelijk hoofd-
stuk 1, blz. 7 ).

Stelling 2.1

De Runge-Kutta formules gegenereerd door de diagonaalmatrix

1,0 0 . e 0
0 ‘a1
(2.6) (r. ) = s
sl Am—1,m—2 0
0 0 1

zijn nauwkeurig van de orde p = 1.

Als geldt

=1
(2.7) Am—1,m—2 T2

dan is de orde van nauwkeurigheid p = 2.

Bewijs

Zie MC Syllabus 15.1 [19721. O

Stelling 2.2

De Runge-Kutta formules gegenereerd door de matrix



‘o O c e 0
1/k4 )\2,1
1/1.; 0 A3,2 .
(2.8) By )= |1/ o ... o .Am_3’m’h
/4 0 0 17/60
1/4 0 0 5/12 0
_1/h 0 0 3/k

1]
w

zijn naurkeurig van de orde p

Bewigjs

Zie MC Syllabus 15.1 [1972]1. O

De door deze 2 stellingen gedefinieerde klassen van Runge-Kutta
formules zijn onderwerp van uitvoerige studie geweest op het MC. In het

bijzonder is nagegaan hoe de nog vrije parameters Aj 1 gekozen kunnen
b}
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worden om efficiénte en betrouwbare integratieformules te krijgen. Hierbij

werd in het bijzonder gezocht naar formules met gunstige stabiliteits-
eigenschappen. Hiernaast zijn ook gestabiliseerde vierde en vijfde orde
Runge-Kutta formules bestudeerd. De geinteresseerde lezer verwijzen we
hiervoor naar de referenties: Beentjes & Dekker [1972] en van der Houwen
[1971a, 1971b, 1972].

2.5. Toepassing op lineaire differentiaalvergelijkingen

Om het karakter van een Runge-Kutta formule te leren kennen passen

we deze toe op de lineaire vector-differentiaalvergelijking
->
(2.9) y' = Jy,

. . . > -
waarin J een matrix voorstelt met niet van x of y afhangende matrixele-

menten. Bijvoorbeeld de formule gedefinieerd door (2.6) geeft

(2.10) Y. .=TI+h J(I+ h J(I +
. yn+1 = n J A Am

n-1,m-2 n -3 J(I + ...

-2 yI:

->
el + A2’1 h J(I + A1,o h, J))...) Y-
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Hierin stelt I de eenheidsmatrix voor. Introduceren we de nieuwe parameters
Bj’ j = 2,3,...,m gedefinieerd door

By = Apo1,m-2
(2.11)

B35 = Amei-3,m-j -1

j = 3"‘.’m,
dan kan (2.10) geschreven worden als

(2.12)

2
Yoe1 [(T+h J+ 82(hn J)C+ L.+

my > _
By(h, Iy =

N
Pm(hn J) Yy

Dus de Runge-Kutta formule (2.6) toegepast op de lineaire vergelijking
(2.9) vereenvoudigt zich tot het toepassen van een polynoom operator
Pm(hn J) van de graad m in h J op de vector ;n. Het is eenvoudig in te
zien dat dit voor elke Runge-Kutta formule (2.3) geldt, uiteraard met
andere polynomen Pm(z), d.w.z. andere coéfficiénten Bj. 70 leidt de derde
orde nauwkeurige Runge-Kutts formule (2.8) na toepassing op vergelijking
(2.9) tot formule (2.12) waarin de co&fficiénten Bj nu echter gegeven

worden door

-

=41 =1
Bp=%s B3=%>
14 b . .
~-J+1,m=-3 :
(2.13) 4 B. = Lo A oo Bs s 3= 4,5, met
J 1+ hxm—j+2,m-j+1 m-j+2 ,m-j+1° " j-1 32
L,
8 =.__.2_I1___B .
L P T T, P
2,1

We merken nog op dat voor een Runge-Kutta formule die nauwkeurig van de

orde p is de eerste p coéfficiénten altijd gegeven worden door

1 .
(2.14) Bj =37 5= 152500450
dus

- 1 p pt+1 m
(2.15) Pm(z) =14+ 2+ ... + of ? + BP+1 z o+ BT
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2.6. Stabiliteit

Stel dat we in plaats van ;n een verstoorde waarde ;; verkregen hebben.

>%
een verstoorde waarde
+1 Yn+1

Een goede integratieformule zal de verstoring ;: - §n niet groter laten

Dan zullen we ook in plaats van §n vinden.

worden. Dus men zou willen eisen dat de integratieformule zodanig is dat

(2.16) ¥, - Vo ll< 172 - 301
Hierin stelt || || de een of andere vectornorm voor; bijvoorbeeld de maxi-
mum norm of de Euclidische norm. We zullen laten zien dat de nog vrije
parameters lj,l in de formules (2.6) en (2.8) zo gekozen kunnen worden

dat aan deze stabiliteitsvoorwaarde voor een grote klasse van differentiaal-
vergelijkingen voldaan kan worden.

>

Beschouw de vergelijking voor het tussenpunt Va1 uit schema (2.3):

Yo=Y +Ar h F 4 + A h oo
For1 TV T A0 Pnofaer T Ay s by s E L s
beschouw ook de vergelijking voor het tussenpunt j§;+1 behorende bij de
verstoorde beginwaarde ;;:
% >% >% *
= . + ... < . . .
jyn+1 Yo * AJ,O hn Ofn+1 + XJ,J—1 hn J-1%n+1

Uit deze relaties volgt met behulp van de middelwaardestelling

3 -3 x> Px _ 2. % _ 2
Pne1 T Y1 T ¥n TV 320 Pa Tnlo¥ner = o¥pey) * ---

J( >%

N
e * Aj,j-1 b n'j=1Yn+1 ~ j—1yn+1)'

. . . >%
Door recursie vinden we voor het verschil yn+1

1ijk (2.10))

>
= ¥, 4q de formule (verge-

>%

~ >
Se(n, T G -F),

>% >

(2'17) yn+1 - yn+1

waarin Pm(z) juist het door (2.12) gedefinieerde polynoom is. Dus de sta-

biliteitsvoorwaarde (2.16) wordt voor Runge-Kutta formules
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(2.18) HPm(hn Jn)||< 1.

Vergelijking (2.17) is als het ware de variatievergelijking ven de
Runge-Kutta methode. Het polynoom Pm(z) wordt het stabiiiteitspolynoom
genoemd. De operator Pm(hn Jn) zullen we de amplificatieoperator in het
punt (xn, ;n) noemen. Het gebied S in het complexe Z-vlak waar Pm(z) in

modulus kleiner dan 1 is wordt het stabiliteitsgebied genoemd, dus

(2.19) S = {zle(z)( < 1}.

2.7. Interne stabiliteit

Wanneer tijdens de berekeningen, nodig om de stap ;n > §n+1 uit te
voeren, geen afrondfouten gemaakt worden, dan beschrijft de amplificatie-
. . -> . >
operator Pm(hn Jn) de mate waarin een verstoring van Y, in ¥4 doorwerkt.
We zullen nu nagaan hoe afrondfouten gemaskt bij de berekening van de
=1,...,m, doorwerken in ; 1 Hierbij beperken we

n+1° 9
ons tot Runge-Kutta processen waarin de matrix (A

tussenpunten J;
1) uitsluitend nullen
bevat behalve op de hoofddiagonaal en in de eerste kolom (merk op dat de

door stelling 2.1 en 2.2 gedefinieerde processen een dergelijke parameter-

matrix hebben). We hebben dus te maken met een rekenschema van de vorm:

( > _ >
oYn+1 = Yn?

-> > >
1Yn+1 = n * A1,O hn Ofn+1’
(2.20) Y
> > > > .
Yar1 = 0 * 251 Py oofner T Ay 500 By garfner 9T 23seem
> _ >
L Yn+1 = o'n+t”

Stel dat de berekening van de vector y +1 aanleiding geeft tot een
fout jp en laten we de door dergelijke fouten verstoorde vectoren Jyn+1

aangeven met J; 41+ Dan krijgen we in plaats van (2.20) het rekenschema



>% -> +>% >%
Yne1 =0 T A0 By ofper * P
* >k > rid * ox
(2.207) J AL Aj’o hoofe Aj’j_1 h jo1tner * 5°n>

> _ o
Yne1 = oVnere

Met behulp van de middelwaardestelling volgt uit (2.20) en (2.20)

% - _ %
Y0+t~ 1Yn+1 T 1Py

>% > ( %

-
3 3¥n+1 7 V041 T 25,501 Pa InlioiVner T 5o1Vne

>% > _ >k >
n+1 ~ Yn+1 T oVnt1 T miner”

m

>% m-1 %
- = +

Yn+1 Y n+1 jEQ A ,J-1[hn 9,3 1*n

o m-2 %
+ 0 Aj 3—1[hn Jn] Py +

j=3
+ 2 hoJ >% g*

+ .
m,m-1 "n n m—1pn mn

We definiéren nu de functies

m
(2.21) Q(z)= . m A
u J=m+1-p

N
551 zZ U= 1,2,...,m=1.
De waarden van Qu(hna), 8 eigenwaarde van Jn, bepalen de mate waarin af-
rondfouten zich ophopen. De factoren Qu(hn [6|max) zullen we interne
amplificatiefactoren noemen. Om de interne stabiliteit te verzekeren zal
men voorwaarden van de vorm

(2.22) maximum |Q (hn [6 )] <n

max
1<ps<m-1

moeten stellen; hierin stelt n een tolerantie voor die des te kleiner ge-
kozen zal moeten worden naarmate de machine-precisie geringer is (verge_

1lijk Dekker [1972]).
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j = 2,3,...,111,

J=2,3,...,m,
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2.8. Exponentie&le aanpassing

We hebben de variatievergelijking voor de Runge-Kutta formules afge-
leid; laten we deze vergelijking eens vergelijken met de variatievergelijk-
king van de differentiasalvergelijking. In hoofdstuk 1 werd hiervoor aange-

geven
(2.23) o= J(x,¥(x)) v,

. . . -> >% . .
waarin v(x) het verschil van twee oplossingen y(x) en y (x) is. Uit
(2.23) volgt direkt

x +h

n n
(2.2h)  Flxgyy) - T,y = eml] IGTeIan) Gx)Fx).
X

n

Dus zoals de amplificatieoperator Pm(hn Jn) in benadering de numeriek

verstoringen in het numerieke integratieproces beschrijft, zo beschrijft

x_+h
n

de amplificatieoperator exp(J % J ax) verstoringen in het analytische

X
n

integratieproces.
Het principe van exponenti&le aanpassing is nu dat voor zekere ver-

. > . . . . e .
storingen e de werking van de numerieke en analytische amplificatie-

operatoren in de punten (xn,yn), n=0,1,..., identiek is, dus
x_+h
> non > > ->
(2.25) P (h J ) e=exp I(x,2(x 5y, »x)) dx e.
X
n

Aengezien de locaal analytische oplossing 7 niet bekend is vervangt men

deze voorwaarde in de praktijk door

>
e

>
1] =

(2.25%) Pm(hn Jn) e exp(hn Jn)

Dit is realistisch in de gevallen waar de Jacobiaan langzaam verandert.

Wanneer g een eigenvector van Jn is met eigenwaarde § dan reduceert

(2.25') tot

(2.25") P _(n &) = exp(n ).

Men zegt dat het polynoom Pm(z) enkelvoudig exponentieél aangepast is in
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het punt z = h 8. Men spreekt van l-voudige aanpassing wanneer

(2.26) P;j)(z) = exp(z), J = 0,1,...,1-1.
Voorwaarden van bovenstaand type vindt men in een aantal recente publica-
ties. We noemen Pope [1963], Liniger en Willoughby [1970] en MC Syllabus
15 [1972].

We merken op dat het stabiliteitspolynoom van een p-de orde nauwkeu-
rig Rung-Kutta proces (p+1)-voudig in z = 0 aangepast is (vergelijk
(2.15)).

2.9. Stijve differentiaalvergelijkingen

Een voorbeeld van een stijve differentiaalvergelijking is een verge-
lijking waarvan de Jacobiaan een eigenwaardenspectrum heeft bestaande uit
3 clusters, &&n dicht bij de oorsprong, de andere twee clusters toege-

voegd complex met groot negatief redel deel (zie figuur 2.2).

Idéll §-vlak

N

fig. 2.2. Eigenwaarden-spectrum van een

stijve differentiaalvergelijking

Om een stabiele integratieformule voor een dergelijke vergelijking te
contrueren zal het stabiliteitspolynoom zodanig moeten zijn dat het sta-
biliteitsgebied S een gebied bij de oorsprong bevat en gebieden in de om-
geving van de punten zy=h & en 21 =h 31, waarin 6, en 31 de "middel-
punten" van de twee complexe clusters van eigenwaarden zijn. Stel dat het
polynoom Rr(z) het gewenste stabiliteitsgebied bij de oorsprong heeft en
bovendien consistent met orde van nauwkeurigheid p is, dus

p+1 r

(2.27) R(z) =1+z+ ..+ %— P UL B, 2"
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We schrijven het stabiliteitspolynoom Pm(z) als

(2.28) P (z) =R(2) +B ., 2

+ ...+ Bm zm,

waarin de 1 = m-r nog vrije coéfficiénten Bj gebruikt kunnen worden om
Pm(z) exponentieel aen te passen in z, en 21. Wanneer z, = E1 dan kan een
1-voudige aanpassing in Z, verkregen worden. Wanneer zZ, # 21 dan kunnen
beide punten 1/2-voudig aangepast worden (in dit geval dient 1 = m-r even
te zijn). Een expliciete constructie van de aldus gedefinieerde stabili-
teitspolynomen vindt men in Dekker [1972]. Men kan nu de volgende stelling

bewijzen voor het exponentieel aangepaste polynoom (2.28):

Stelling 2.3

Zij zy = |z1| exp(i¢). Het stabiliteitsgebied S van (2.28) bevat het

stabiliteitsgebied van Rr(z) en de cirkelvormige gebieden

-~ i-r
l2,] 2
zZ - z1| < 7 als ¢ = m,
1
& 1-2r
(2.2 N
.29) 1 |z - z1| < 2
28 1 |sin ¢|
1-2r als ¢ = m.
_ 7, *
z - z1| s 2
28_ 1 |sin ¢|

Bewijs

Zie van der Houwen [19T71b]. 0O

Uit deze stelling volgt dat het stabiliteitsgebied van grootte ver-
andert wanneer de integratiestap hn verandert (bij gegeven eigenwaarde
61). Aangezien men in de praktijk de eigenwaarde 51 dikwijls niet exact
kent moeten de methoden met 1 < r voor ¢ = m en 1 < 2r voor ¢ # m met de

nodige zorg toegepast worden.
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2.10. De procedure "exponential fitted runge-kutta'

We zijn nu zover dat een Runge-Kutta formule van de orde p = 1, 2 of
3 geconstrueerd kan worden waarvan het stabiliteitspolynoom exponentieel

aangepast is in punten z, = hn 61 en z, = hn §.. Een ALGOL 60-versie van

deze integratieformule vindt men in De;ker [19;2]. Deze algoritme, de pro-
cedure "exponential fitted runge kutta", integreert beginwaardeproblemen
van het type (2.1). Van de door de gebruiker op te geven integrgtiéstappen
wordt gecontroleerd of ze voldoen aan de voorwaarden voor stabiliteit bin-
nen één stap (voorwaarde (2.22)) en de stabiliteitsvoorwaarden voorgeschre-
ven door (2.29). Zonodig wordt de integratiestap hieraan aangepast. De pro-
cedrue "exponential fitted runge kutta" is gedocumenteerd in de LR-uitgave
van het Mathematisch Centrum (LR 3.3.7). Volledigheidshalve volgt hieron-
der de gebruiksaanwijzing met referenties naar de notatie en en theorie

zoals die in dit hoofdstuk gegeven is:

Declaratie

procedure exponential fitted runge kutta (t,te,mO,m,u,sigma,
phi,diameter,derivative,k,step,r,l,beta,third order,
tol,output);

integer mO,m,k,r,1;

real t,te,sigma,phi,diameter,step,tol;
array u,betas

boolean third order;

procedure derivative,output;

Parameters

t ¢ <variable>;
de onafhankelijke variabele x;

bij aanroep moet t de waarde van x hebben;

0
t kan als Jensen-parameter gebruikt worden;
te ! <expression>;

eindwaarde van x;
mO,m : <expression>;

indices van eerste en laatste component van de vector-

differentiaalvergelijking;
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u : <array identifier>; array u [mO:ml;
het array u stelt de vector §n voors;

bij aanroep moet dit array de componenten van ;O bevatten;

sigma : <expression>;

de waarde van |§.] (zie figuur 2.2);

|
phi : <expression>;

de waarde van ¢ in radialen (zie figuur 2.2);

diamater : <expression>;

diameter 2|d61‘ van de linker clusters (zie figuur 2.2);

derivative: <procedure identifier>;
een procedure die als volgt door de gebruiker gegeven moet

worden:

procedure derivative(x,y); real x array ¥;
<body>;
na uitvoering moet het array y de componenten van %(x,;) bevatten;
k : <variable>;
k stelt de index n voor;
k telt dus het aantal integratiestappen;
bij aanroep moet k een startwaarde hebben (b.v. k = 0);

k kan als Jensen-parameter gebruikt worden;

step : <expression>;
stelt de integratiestap hn voor en moet door de gebruiker opge-
geven worden;
wanneer de stabiliteit van het integratieproces in gevaar komt

verkleint de procedure de waarde van step automatischj

r : <expression>;

de graad van het polynoom Rr(z) uit (2.28);

1 : <expression>;
orde van de exponentiéle aanpassing;
1 = m-r, waarin m het aantal te gebruiken punten van de

Runge-Kutta formule is;

beta : <array identifier>; array beta [0:1+r];
bij aanroep moet betalj] = Bj voor J = Ogees,T;
dus het polynoom Rr(z) moet van te voren door de gebruiker

opgesteld worden;
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third order: <boolean expression>;
indien third order = true dan rekent de procedure 3e orde
nauwkeurig (mits het polynoom Rr(z) geschikt gekozen is), anders

hoogstens 2% orde nauwkeurig;

tol ' : <expression>;
een maat voor de nauwkeurigheid waarmee binnen &&n stap
gerekend wordt en heeft te maken met de tolerantie n in voor-

waarde (2.22);

output : <procedure identifier>;

een procedure waarmee de gebruiker de waarden van
t, ulmO:m], sigma, phi, diameter, k en step

kan opvragen.

2.11. Voorbeeld van aanroep

In de biochemie is het volgende beginwaardeprobleem van belang:

! -
y1 y1 + '99 Y2 + y1 YQ’
' = -y =
(2.30) Y2 1000(}'1 y2 y1y2),

y1(0) = 1, y2(0) = 0.

Gevraagd wordt de oplossing in het punt x = 50
Met een Se orde Runge-Kutta proces werden in 1610h stappen de vol-

gende waarden gevonden:

.7658783202...,

v,(50)
(2.31)

¥,(50) = .4337103535...,

We zullen de oplossing nu trachten te vinden met de procedure
exponential fitted rung kutta. Daartoe beschouwen we eerst de Jacobiaan

van het systeem; deze wordt gegeven door
Yo -1 vyt .99

1000(1—y2) —1000(1+y1)
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De eigenwaarden worden gegeven door

2

8 =-;— (s+/s“-k4P),
S = -1001 - 1000y1 + Yoo
P =

10(1-y2).

Een redelijke benadering is

~ 1 T - y2 ~
(2.32) 8 = - 76'0'"1+—y1 > 8, = -1000(y,+1).
Op grond hiervan moet men verwachten dat het systeem een zeer stijf gedrag
zal vertonen, zodat een exponentieel aangepaste Runge-Kutta methode een
effecisnte integratietechniek 1ijkt. Hierbij kan men dan in de eigenwaarde
51 exponentieel aanpassen. Geeft men de exacte waarde van |61| mee aan de
procedure (sigma = |61|) dan kan voor de parameter diameter nul gekozen
worden, waarmee de stabiliteitsconditie geen beperking aan de integratie-
stap oplegt. Om echter ook het effect van de stabiliteit te illustreren
zullen we voor 61 de benaderde waarde (2.32) nemen. Voor diameter nemen we
de waarde 2(.99+y1); volgens een stelling van Gerschgorin ligt de exacte
waarde van 61 namelijk binnen de cirkel bepaald door (2.32) en deze waarde
van diameter. Verder moet men nog het polynoom Rr(z) zo kiezen dat 8 bin-
nen het bijbehorende stabiliteitsgebied ligt. Aangezien echter 60 erg
klein is zullen we hiervoor geen bijzonder polynoom hoeven te kiezen, dat
wil zeggen we kunnen r = p kiezen, ofwel
R (z) = 1v+z+%!-z2+ cee 4
Hieronder volgt de volledige tekst van het gebruikte ALGOL 60-program-

ma en de hiermee verkregen resultaten:



ODNOVRDE N

BEGLN

BROCEQUBE EXPONENTIAL FITTED RUNGE KUTTA(T, TE, MO, M, U, 81GMA, PHI,
DIAMETER, DERIVATIVE, K,
STEP, R, L, BETA, THIRDORDER,
TOL, OUTPUT)}

INIEGER MO0, M, K, R, L}

BEAL T, TE, SIGMA, PHI, DIAMETER, STEP, TOL}

ABBAY U, BETAj

BQQLEAN THIRDORDER}

BBOSEQURE DERIVATIVE, OUTPUT;

BEGLIN INTEGER NJ
BEAL THETAQ, THETANM1,TAU,8,80,PHIQ,PHIL,BETAR}
BQQLEAN FIRST,COMPLEX,CHANGE}
INTEGER ABRAY Pl1:L);
BEAL ARBAY MU,LABD‘(OIﬂ‘L-il.'T‘otﬂ)."c‘azflc(o’k.l"lgtno'""
AfiiL,11L)3

BBOSEQURE FORMCONSTANTS)
RBEGIN INTEGER 113
FIRSTi=EALSE)
FAC[O):m1} .
EQR 11:81 STER 1 UNIIL Lel RQ PAC[II)imi eFAC(Ilel])
PTIR)taLeFAC[L=1])}
EQB 111®1 STER 1 UNIIL R RQ PY(Re!|)1uPT{Re|101)0(Lel|)/1]
END FORMCONSTANTS;

BBQCEQUBE FORMBETA} .
QEGIN INIEGER '1,JJ5 REAL B8,C,Dj
LE FIRST IHEN PORMCONSTANTS;
DizCimEXP(=B)}
BETAC[L=1]18D/FAC{L=1)}
EQB 11im4 STEP 1 UNTIL Le1l DQ )
BEGLN CisBacC/I1) Di=D4C) BETAC(Leiw=!i)taD/FACIL={el 1] [4.]°3]
BBix1}
EQR 1 11®R+1 SIEP 1 UNIiL ReL QO
BEGLN Cix0) .
EQR JJis0 SIER 1 UNILW R QO

Cim(BETA[JJ)=(LE JucL THEN BETACIJJ] ELSE 0))8PT(JJ1/(11adu)ecC/n}

BETA(I1)1mC/B/FPACLLOR=11])/FAC | I=Rul]e )
(LE 11<L IPEN BBeBETACIII) ELSE 0)3
BB:nBBaB

ENQR PFORMBETA;

BBOCEQUBE SOLUTIONOFCOMPLEXEQUATIONS;

BEGLN INIEGER 11,0J,€1,C3)
BEAL €2,E,B1,211,CO8PH|,8INPHI,CO81IPHI,SINIIPN|,CO8PHIL}
BEAL ABBAY DI1:L};

BBOCEQUBE ELEMENTS OF MATRIX}
BEGIN PHiILI=PHIO0;
COSPHI 1=COS(PHIL)J SINPHIIuS IN(PHIL);
COSIiPHItm13 SIN| IP_"I 180;
EQR 11t=0 SYIEP 1 UNILL L-1 DO

b1
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BEGLN Cl:mRelell} C2t81}
FQB JuisLel STEP =2 UNTIW 1 0QQ
BEGIN A[JJ,L=11):8C2eCOS|IPHI}
AlJJet,L=11)18C20SINIIPHI}
C21mC1eC2) CiimCleag
[4:1°3]
COSPHIL3$aCOS| IPHI®COSPHI=SINIIPHISSINPHI}
SINIIPHIteCOS| IPHI®SINPH|4SINIIPHI®COSPHI |
COS1IPH|18COSPHIL
ENQJ
. DET(A,L,P)
END EL OF MaAT}

PRQCERQUBE RIGHT HAND S|DE}
BEGLN EisEXP(BaCOSPHI)}
B1:%BaS INPHI=(Re1)aPHIL}
COS!|PH|t=E®COS(BL)) SINIIPH|taEaSIN(B1))
Bi1=1/B; 21!31sB14R}
EQB JJisL SIER =2 UNILL 2 DO
BEGLN DlUV)tuZi1e8 NI IPHI
DlJu=111m2|1eCOS|IPHI}
COSPHIL 1mCOS||PHI®COBPHI=BINIIPHISBINPHI)
SIN|IPHI 1mCOSI [PHI®SINPHI«SINIIPHIaCOSPHI)
COS | IPH| {=COSPHIL])
Zlit=Zi|e8
14.]7]
COSI|PHI:=ZI1t=1; SINIIPHI =0}
EQB 111=R SIEP -1 UNILL 0 QO
BEGIN Citmily C2:8BETA[II]} .
C31elE 2e11>L=2 THEN 2 ELSE L2011y
COSPHIL $8COS||PHI®COSPH|<SINIIPHISSINPHI}
SINIIPHI 18COS! IPHI®SINPN|+SINIIPHI®COSPHI}
COS|IPHI3aCOSPHIL}
EQR JJi=L SIER =2 UNILL €3 QO
BEGIN DI{JJ)taD[JJIeZ | 18C2a8INIIPHI}
DlJJ=1)taD[JJel)=2118C20CO81IPHI}
C21mC2eCl) CitsClay
END}
z111321leBl
ENQ
END RIGHT WAND SI1DE}

LE PHIO$PHIL THEN ELEMENTS OF MATRIX:

RIGHT HAND SIDE}

SOL(A,L,P,D)}

EOB 11ts1 SIEE 1 UNILL L DO BETA(Reli1)isD[Leieii]eb]
ENQ SOLOFCOMEQ}

BBQSERURE COEFFICIENT)
BEGIN INTEGER J.K) BEAL C)
B0:=B} PHIOtaPHI}
LE 821 IHEN .
BEGLN LE cOMPLEX THEN SOLUTION OF COMPLEX EQUATIONS
ELSE FORMBETA
END}
LABDA[O):sMU[0) a0}
LE THIRDORDER IHEN
BEGLN THETAO:=,25; THETANMi:=, 75;
1L B<i IHEN
BEGIN CisMU[Ne1)1®2/3) LABDA(N=1)183/12}
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118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
138
136
137
138
139
140
141
142
143
144
148
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161

163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
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EQB JimNa2 STEP -1 UNTIL 1 Q0
BEGIN CieMUlJ)tRC/(Cm, 25)/(N=Ust))
LABDA[J):2C~,25
EbD
ENQ ELSE
BEGLN CI13MUIN<1)3wBETA[2)#4/3; LARDA[N=1]12C=,25]
EQR JisNe=2 STER =1 UNT!IL 1 Q0
BEGLN CleMU(J):8C/(Cm,25)aBETAINJ1]/BETA(NeY])/
(LE Jeb THEN 8 ELSE 1)1
LABDA[J)1nC~, 25

[3:]]
END
ENQ ELSE
BEGLN THETAQ:=0) THETANM1iiml}
LE B<l THEN ) )
BEGIN EQB visN=i STEP <1 UNILL 1 DO MU(J)ISLABDA[J]Is1/(N=usl)
EbQ ELSE
BEGLY LABDA[N=1):sMU(Ne1):8BETA[2))
EQB JieNe2 §IEE -1 UNTIL 1 RO
cve MULU)38LABDA{U) 1wBETAIN=Us1)/BETALIN=U)/(LL Jei IHEN O £LAE 1)

ENQ
ENQ COEFFICIENT;

BBOSEDUBE STEPSIZE}
BEGIN REAL D,TAUSTAB,TAUSTABINT;

TAUISSTEP}
COMPLEXia ABS(PK|=3,1416)>,01
LE COMPLEXAEVEN(L)=a=1 TEEN
BEGLN NLCR) PRINTTEXT($ZL COMPLEX EN L NIET EVEN$))
GQOI0 END OF EFRK
(413}
Oi1s LF COMPLEX IHEN (SIGMA/DIAMETER/SIN(PHI))$(.58L/R)
ELSE (2#SIGMA/DIAMETER)A(L/R)
TAUSTAB!=ABS(D/BETAR/SIGMA)}
Ot= LE THIRDORDER THEN (2#.12eTOL/BETAIR]))I4(1/(Nel))edd((Lel)/(N=l))
ELSE (.128TOL)4(1/R)/BETAR}
TAUSTABINT:!= ABS(D/SIGMA)}
LE TAU>TAUSTAB IHEN TAU!aTAUSTAB;
1lE TAU>TAUSTABINT IHEN TAUIETAUSTABINT}
1E TeTAU>TE®(lmue1l) IHEN TAU;=TE-T}
B:i=TAU#S|GMA; D:iaDIAMETER® ,18TAU; DisDeD;
1E TAUCTaw=12 THEN GQIQ END OF EFRK;
CHANGE:® B0a0 v ((B=B0)#(B=B0)+BeB0a(PHIPHIQ)s(PHI=PH|0)}>D)

ENQ STEPSI2E}

EBQSERURE DIFFERENCE SCHEME}
BEGLN INIEGER 1,Js BEAL MT,LT,THT;

l1a=1])

NEXT TERM!

It=lels MT:i=MU[I)eTAU} LTInLABDA[1)eTAU)

EQR Ji=Mp STEP 1 UNIIL ™ RO RL{VItsU(J)eLTeRL[J]}
DERIVATIVE(T+MT,RL)}

lE Is0vieNel THEN i )

BEGLN THTI=LE 120 IHEN THETAQeTAU ELSE THETANMieTAY}
END’EDE JisM0 STEP 1 UNILhL M RO V(J):iaUfJ)eTHTeRL([V]
1L 1<N=1 THEN GQIOQ NEXT TERM;

TisTeTAU

END DIFFERENCE SCHEME;
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177

178 Nt=ReL} FIRSTIwIRUE) B0tsPHIOIn0) BETARISBETA(RIS(L/R)}
179 NEXT LEVEL!

180 STEPS|ZE}

181 LE CHANGE TIMEN COEPFICIENT}

182 KiaKel}

183 DIFFERENCE SCHEME}

184 OUTPUT}

185 LE T<TE IHEN SQIQ NEXT LEVEL}

186 END OF EFRK}

187 END EXPONENTIAL FITTED RUNGE KUTTA}

188

189 REAL T, STEP, LN10:

190 INIEGEB ', J, K, L, M, Ry

191  ABBAY U, UEX([1:2), B([013), BETA(016)}

192  BOOLEAN OUuT}

193 . . L. R

194 PBOCEDURE DERIVATIVE(X, V)} BEAL X3 ABBAY VI
195  BEGIN  BEAL V1, V23

196 viis VI1)) v2im V(2]

197 Vii1)te = Vi + ,99 & v2 ¢ Vi & V2}
108 VI2]118 w3 @ (V1 = V2 = Vi @ V2)
199  END DERIVATIVE;

200

204  BBQCERURE OUTPUT) . i
202 BEGIN LE M = i a ks 1 THEN BEGLN CARRIAGE(2)) PRSYM(R)j SPACE(2)} PRSYM(L) ENDI

203 LE T 2 50 THEN

204 . BEGLN  PRSYM(127)3 .

2058 EQR Jim 1, 2 RO FIXT(3, 1, = LN(ABS(UIJ] = UEX[J])) / LN1D)}
206 ABSFIXT(4, 0, K)j OUT:s IRUE

207 END

208  END OUTPUT}

209

210 VEX([1)1= ,765878 3202487; UEX[2)1s ,433710 35357683 LN101s LN(10))
211 B8(0)tw B{1)ts 1) B(2):= .5; B(3)1m 1/61

213 PRINTTEXT(4STEP$)} EQB STEP!s 10, 5, 2, 1, .5, .2, .1 0O
214  BEGLN  PRSYM(127)) ABSFIxT(10, 1, STEP); SPACE(6) END}

215 SPACE(4)) FOR It=m 1 STEP 1 UNTiL 7 DQ PRINTTEXT(4]| AANTAL CORRECTE 3
216 SPACE(4)} EQB !ts § STEP ¢ UNILL 7 QO PRINTTEXT(&| ODECIMALEN (N M
217  PRINTTEXT(4R L$)}

218 EQR Itm 1 SIEE 1 UNILL 7.00 PRINTTEXT(4| Y1 Y2 X $3

219 EQB It= 1 SIEE 1 UNIIL 144 RO PRSYM(65))
220
221 EQR !t= 1 SIEE 1 UNIIL 6 DO
|
|

222  BEGIN  Ri= LE | < 4 THEN 1 ELSE LE | < 6 THEN 2 ELSE 33

223 Ltz LE | 's 4 THEN 1 EWSE LE | = 2 v 1 = 4 THEN 2 EL&E 3)

224

225 Mmi= 0; EQB STEP!= 10, 5., 2, 1, .5, .2, .1 0QQ

226 BEGIN Mim M« 1) OUT:= EALSE!S .

227 EQR Jis 0 SIEP 1 UNILL R QQ BETA[J]!s B[J)}

228 ‘Tis 03 Kis 05 uli)1= 13 U(2):e O3

229

230 EXPONENTIAL FITTED RUNGE KUTTA(T, 50, 1, 2, U, »3 e (Ul1] & 1), 3.14,
231 2 # (.99 & Ul1]), DERIVATIVE. K, STEP, R, L, BETA, R 3 3, ued, OUTPUT)}
232

233 LE = OUT THEN BEGLN PRINTTEXT(&| STEP ¢ Tew=12$); ABSF.XT(3, 0, ) END
234 (4]

235  END

236 ENQ
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2.12. Opgaven

1. Vind de waarde in x = 1 van de oplossing van het beginwaardeprobleem
y"' + 1000y" + 1001000y' + 1O6y =0,
y(0) = -y'(0) = y"(0) = 1.

2. Gegeven het beginwaardeprobleem (Liniger-Willoughby [19701)

¥4

-2(y2—y1),

"= _ X
y5 = 10y, (60 + 8) Y, * .12hx,

y,(0) =y,(0) = 0.
Gevraagd y,(.14), y,(.1), y,(10) en y2(10).
3. Gegeven het beginwaardeprobleem (Lapidus-Seinfeld [19711)

y' = =200y - e *(199y+1991) + 2000,

y(0) = 10.
Gevraagd y(-4) en y(10).

L. Gegeven het beginwaardeprobleem (Liniger-Willoughby [19681)

¥} = .01 - [1001(14y,) + yfj .01+ 3y, + ¥,

2 2 3
-.01y2 - y1 - y2 = Y1Y2 = y2!

P
y,(0) = ¥,(0) = 0.

Gevraagd y1(100) en y2(100).



5. Gegeven

u7

het beginwaardeprobleem (Robertson [ 1964])

' =
] .Ohy1 + .O1y2y3,
2
! = - -—
v, = hOOy1 100y2y3 3000y,
2
yé = 30y,,
y1(o) =1, yQ(O) = y3(0) = 0.

Gevraagd y1(h0), yg(ho) en y3(h0).

2.13. Literatuur

BEENTJES, P.A. & DEKKER, K. Een 5% orde 6-punts Runge—Kutta for-

DEKKER, K.

muile met optimale stabiliteitsgrens, rapport NR 27/T2,
Mathematisch Centrum, Amsterdam. 1972

Een ALGOL 60 versie van exponentieel aangepaste Runge-—
Kutta methoden, rapport NR 25/72, Mathematisch Centrum,
Amsterdam. 1972

DEKKER, T.J., HEMKER, P.W. & HOUWEN, P.J. VAN DER Colloquium

Stijve Differentiaalvergelijkingen, MC Syllabus 15,
Mathematisch Centrum, Amsterdam. 1972

HOUWEN, P.J. VAN DER Stabilized Runge-Kutta-methods with limited

storage requirements, report TW 124, Mathematisch Centrum,
Amsterdam. 1971

HOUWEN, P.J. VAN DER A survey of stabilized Runge-Kutta formulae,

MC Tracts 37, Mathematisch Centrum, Amsterdam, 1971,

HOUWEN, P.J. VAN DER Explicit Runge-Kutta formulas with inereased

stability boundaries, Numer. Math., 20, 1972, 149,

KUTTA, W. Beitrag zur niherungsweisen Integration totaler Differen—

tialgleichungen, Zeitschr. Math. und Phys., 46, 1901, 435,

LAPIDUS, L. & Seinfeld, J.H. Numerical solution of differential

equations, Academic Press, New York. 1971.



L8

LINIGER, W. & WILLOUGHBY, R.A. Efficient integration methods for
stiff systems of ordinary differential equations, SIAM J. Numer.
Anal., T (1970) L7-

POPE, D.A. An exponential method of numerical integration of
ordinary differential equations, Comm. ACM, 6 (1963), Lo1.



MATHEMATICAL CENTRE SYLLABUS 20, 1975, III, 49-78. L9

GESTABILISEERDE RUNGE-KUTTA METHODEN VOOR
PARABOLISCHE EN HYPERBOLISCHE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

E. SLAGT

3.1. Definities en afspraken

Een vergelijking van de vorm

(3.1) F(x,y,...;u,ux,uy,...;u s5ee0) =0

su
xx* “xy

heet een partiéle differentiaalvergelijking (p.d.v). Hierin stellen U, ou

du d u
5% ® resp. 5y 0% voor.

We zoeken naar een functie u(x,y,...), die aan (3.1) voldoet. Boven-

de partiéle afgeleiden

dien moet de oplossing u in het algemeen aan verschillende extra voor-
waarden voldoen, De graad van de hoogste afgeleide, die in de p.d.v.

voorkomt heet de orde van de p.d.v..

Voorbeeld: 1e orde: u_ - cu_ = 0.
yoorpeelda X v
o€ orde: u - c2u = 0,
XX yy
3 u _
u - 5y ely) 5y 0.

Iedere hogere orde p.d.v. kan geschreven worden als een stelsel 1€ orde

p.d.v.n..

Voorbeeld: u =q gaat door u_ = v en u_ = w over in het stelsel
— Txx Yy X y

1€ orde p.d.v.n.:
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We kunnen ons dus beperken tot stelsels le orde p.d.v.n..

Een dergelijk stelsel wordt gegeven door

n
> >
(3.2) .z Ai u = b,
i=1 1
. >
waarin u = (u1,...,um)T,

Ai: een nxm matrix .

Dit stelsel heet:

homogeen, als B = 0,

lineair met constante coéfficiénten, als alle elementen van A, constant
zijn,

lineair, als alle elementen van A. en b differentieerbare functies van
Xys.--5% zijn.

quasi-lineair, als er elementen van Ai en ® zijn, die behalve van

KyseoesXy ook nog van 3 afhangen.
Veelal werken we met p.d.v.n. in 2 onafhankelijke variabelen x en t.

Voorbeeld: u, +uu = 1 (quasi-lineair, 1€ orde, inhomogeen).

3.2. Eerst orde quasi-lineaire partiéle differentiaalvergelijkingen

Een dergelijke vergelijking wordt in 2 onafhankelijke variabelen al-

gemeen gegeven door
(3.3) au  + buy = c,

waarin a, b en ¢ differentieerbare functies van x,y en u zijn. Voor de op-
lossing u(x,y) moet gelden, dat ieder punt P met codrdinaten (xp,yp,up)
een raskvlak aan het integraaloppervlak u(x,y) heeft, waarvan de rich-

tingscoéffeciénten aan (3.3) voldoen. Anders gezegd
(3.ka) dx : dy : du=a : b : c.

Het stelsel gewone differentiaalvergelijkingen (3.4a) definieert de karak-
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teristieke Krommen van de p.d.v.. Invoering van de parameter s leidt tot

& _ . 4y _ du _
(3.1p) ds = ¥ 3s b, as _ ©

Het beginwaarde- of Cauchy-probleem

Zij geéist, dat een oplossing u van (3.3) gaat door de beginkromme
(3.5) x=x(t); y=y(); u=ult),
dan bepalen (3.4b) en (3.5) een schaar karakteristieke krommen
(3.6) x = x(s,t); ¥y =y(s,t); u=uls,t).
Voldoende voorwaarde om de parameters s en t in x en ¥ uit te drukken is

A=xy, -yX

Yt V¥ T avy - bxg # 0.

In dat geval volgt de oplossing u(x,y) onmiddellijk uit de nog niet ge-
bruikte vergelijking van (3.6) (Courant-Hilbert [1962]).

Voorbeeld:

ax _ dy _ du _
as =W g~ g T O

De oplossing van dit stelsel gewone differentiaalvergelijkingen is

X = XO + uos,

y =y, % s,

0

o
n

Yo
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De beginkromme in parametervorm is

yo = 0, X, T u, = p.

0 0
Dit geeft
X = P(1+s)9
Y = S»
u= p.

Door eliminatie van s verkrijgen we de karskteristieken (zie figuur 3.1):

y
-1
y=p x-1.
s en p elimineren geeft de oplossing van
de p.d.v. met de gegeven beginvoorwaarde ///
X
= X 0
u(x,y) = y+1 °

fig. 3.1. Karakteristieken.

3.3. Tweede orde quasi-lineaire partiéle differentiaalvergelijkingen

In 2 onafhankelijke variabelen worden deze algemeen gegeven door

(3.7) au  + 2buXy + cu = f(x,y,u,ux,uy).

Met deze p.d.v. associéren we een karakteristieke vergelijking
2

(3.8) al“ - 2bA + ¢ = 0,

en de karakteristieken volgen uit

(3.9) I =

Voor deze 2° orde p.d.v.n. kennen we de volgende type-indeling:

Zij D = b2 - ac, dan heet de p.d.v.



hyperbolisch als D > 0,
parabolisch als D = 0,

elliptisch als D < 0, (Courant-Hilbert [1962]).

Het laatste type zal in hoofdstuk U4 behandeld worden.

Voorbeeld:
u. - yuyy = u.y
dus & = 1, b = 0, ¢ = -y. De karakteristieke vergelijking is
2 3

AT -y =0 met oplossing A = ty

De karakteristieken volgen uit

N
o =

en hebben de gedaante

1
x = iZyé + c.

De karakteristieken zijn dus parabolen met vergelijking (zie figuur 3.2):

2
v = i(x-c)”. M

Het type volgt uit D = y.

De p.d.v. is derhalve:

parabolisch voor y = 0,

hyperbolisch voor y

\2
o
-

elliptisch voor y < O. 0
fig. 3.2. Karakteristieken

3.4. De methode der 1lijnen

In deze paragraaf bespreken we de theorie en een aantal voorbeelden

53
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van de methode der lijnen (method of lines).

Zij gegeven een (quasi-) lineaire p.d.v. van de 1% orde in x en t

-L < x

N

L

(3.10) au_ + but =c opR:
* 0<t <T.

We schrijven nu de tijdafgeleide expliciet

Vervolgens verdelen we het x-interval [-L,L] door middel van roosterpunten

x; = j xh (j=-1,...,1), waarin

h = Ax =

ol [

Vervanging van de operator %; in (3.10) door een differentiequotiént geeft

een stelsel gewone differentiaalvergelijkingen

au

pr Du + F (t,x).

(3.11)

De vector 3 wordt gevormd door de componenten U_qpqonsealy gy en de opera-

tor D is het discrete analogon van de operator -a/b 3/3x.

Door deze discretisatie introduceren we een fout van een zekere orde q in
n: o(n?).

Voorbeeld:

waarbij E de translatieoperator 1is.

Eu. =u =u. + h(u ). + A ( ). + 23 (u__ ). +
+°3 3+1 3 '3y T2 Yex’3 T 6 xxx’J tee
2 3
= = _ h- _h”
Eu, = uJ_1 = uj h(ux)J + 3 (uxx)j Z ( xxx)j ven
dus
E - E 2
v B h
2h Uy = (ux 3 *% ( xxx)j tee
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Dit houdt in, dat

+ - . _du 2
u-ax+0(h ).

De beginvoorwaarde u(x,0) = f(x) wordt nu

110 = {f(th)}J (j=-l,-.-,l),
terwijl de eventuele randvoorwaarden u(-L,t) = g(t) of u(L,t) = h(t) in de
vector ¥ opgenomen worden, zie (3.11).

Als we uitgaan van een hogere orde p.d.v., dan moeten we die eerst
omzetten in een stelsel 1€ orde p.d.v.n., waarna omzetting in een stelsel

gewone differentiaalvergelijkingen volgt (Van der Houwen e.a. [19711).

Voorbeelden

1. wo= duy op -» < x < L voor t > 0 (A>0),
u(x,0) = £(x) ,
u(L,t) = g(t).

Discretisering van de plaatsafgeleide geeft:

-> E - E
du _ + - >
at - X Toam o u+ Fe).

- . i = T = | r 1
d A .
— u. = = ees 0 = e
at 3 oh 1010 0 uj + .
* O . .
. ¢+« .+ . =101 ) 0
u1_1 . . B . .« =10 u L g(t)
) a I J L 1-1 _2h J
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Als we aannemen, dat we een integratiemethode hebben, die het volgende
tijdsniveau (tn+1) direct uit het vorige berekend (tn), dan krijgen we het

volgende afhankelijkheidsgebied in het x,t-vlak:

|

0 f(x) L

fig. 3.3. Afhankelijkheidsgebied.

Per niveau verliezen we een punt uit het x-interval door de gekozen discre-
tisatie van de operator 3/3x. Als de integratie-methode gebruik maskt van
m tussenniveau's, dan verliezen we m punten per tijdstap.

Willen we nu de oplossing weten op de rechthoek

-L

In
"

A
=

o
IA
ct
IA

T,

dan schatten we hoeveel integratiestappen, zeg K, nodig zijn om het probleem
tot t = T te integreren en we noeten dan starten met 21 + Km punten op de
X-as. '

Voor een homogene 1% orde p.d.v. geldt, dat de oplossing constant is

langs een karakteristiek, want daar geldt immers
= = + = =
du uxdx + utdt (a,ux but)ds eds = 0
In ons voorbeeld zijn de karakteristieken

t = -A—1x + c.

De richtingscoé&fficiént van deze evenwijdige rechten is negatief en daarom



mag alleen een rechterrand voorgeschreven worden, wil het probleem goed

gesteld zijn.

2. Uy T Uy
u(x,O) = f(x)s
u(-L,t) = g(t),

u(L,t) = h(t).

Deze tweede orde p.d.v. is eerste orde in t en kan dus direct in de vorm
> -
— = Du + F(t); U, = {f(jxn)}

geschreven worden, waarin

2 1 ... 0 T g(t) ]
1 -2 1 . 6]
0 1 -2 1 . .
D=n? ) en ¥(t) = 02
. 1 -2 1 0
0 .. 0 1-=2 | h(t) |
3. tutt + U= u s 0<x < 2w,
u(X,O)'= f(X),
u(0,t) = u(2n,t) = g(t).
Substitutie van u =v resulteert in het 2x2-stelsel
0 1 u
(M, = M,
vt \/e 0%/x° -y v
u(0,x) = f(x),
4
v(0,x) = £"(x),
u(0,t) = u(em,t) = g(t),
v(0,t) = v(2m,t) = g'(t).
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2, 2 E, -2+E
Vervangen we de operator 9 /3x door — dan verkrijgen we het
volgende stelsel: h
_ | — _ _
P ?
| \ Q |
\ |
0 1 \ [
|
o \ I
| 1 0
ar | R
E: ————————————————————————— r +
|
2/m%t 1w’ o--——-- -0 I—1/t g(t)/n%t
] \
2 2
1%  -2/n%t  1/n%t N 9
~ ~ ~ I
0 ~ < T~ | l |
| ~ \\ \\\ I \ |
| /b2t 2/mt 1/h2tl o \ 0
|
0-——=— - ——0 1/b% -2/n°t } -1Vt @(t)/hgt

Hierin bestaat de vector r uit de componenten r seeesTyy N (r1,...,rN) =

= _ 2T
= (u1,...,uN), (rN+1,...,r2N) = (v1,...,vN) (N=E— - 1).
De beginvoorwaarde wordt:
£(jxn), 1<j <N,
(ro). =
J £"((§-N)h), N+1 < j < 2N.

We hebben nu gezien, dat p.d.v.n. met begin- en randvoorwaarden terug
te brengen zijn tot het Cauchy-probleem voor het stelsel gewone differen-

tiaalvergelijkingen

du = Du + F(t),
at

c
i
o
2
e
=

;

(3=04...,N).

3.5. Gestabiliseerde Runge-Kutta methoden

In de vorige paragrafen van dit hoofdstuk hebben we gezien, dat de
partidle differentiaalvergelijkingen van het hyperbolische en parabolische

type gebracht kunnen worden op een vorm, die numeriek behandeld kan worden
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met methoden, waarvan de theorie grotendeels in het begin van hoofdstuk 2
behandeld is. Hierin werden gestabiliseerde Runge-Kutta methoden geIntroduceerd,

die gegenereerd werden door een matrix

- -
A1O 0...0
A A
20 21
.12 AL =
(3.12) 0 )
0
Mmoot A

1 werden bepaald door
b

De parameters lj
a) consistentievoorwaarden (orde van nauwkeurigheid p),
b) stabiliteitsvoorwaarden (voorwaarden voor de stapgrootte T),

¢) voorwaarden voor eenvoud en geheugenbeperking.
Bovendien zagen we, dat bij iedere Runga- Kutta methode een stabiliteits—

polynoom

hs) p+1 m
z- + Bp+1z + ...+ Bmz

‘_‘

(3.13) Pm(z) =1+z+ ...+

1
.

ko]

hoort, met bijbehorend stabiliteitsgebied
(3.14) s: {z|P (2)] < 1}.

Als S enkelvoudig samenhangend is heten de absolute waarden van het snij-
punt van de randkromme 3S van S met de negatieve en imaginaire as de redle-
en imaginaire stabiliteitsgrens resp. Bre(m) en Bim(m). De straal van de -
cirkel met middelpunt in O, die in het linker halfvlak nog juist tot

S u 88 behoort zullen we de absolute stabiliteitsgrens B.ps(m) noemen. De
nog vrije parameters BP+1,...,Bm worden nu zo gekozen, dat B(m) maximaal
is. De gebruikte methode is nu stabiel als alle grootheden 16 met & eigen-

waarde van D in S liggen.

Voor enkelvoudig samenhangende stabiliteitsgebieden geldt dus:

(3.15) T < Be.'bs(m)

(D)
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met o(D) de spectraalradius van de matrix D. Het is dus van het grootste
belang om de ligging van de eigenwaarden van de Jacobiaan D van het te
integreren stelsel te kennen.

In het algemeen zijn de eigenwaarden van parabolische vergelijkingen
negatief en van hyperbolische vergelijkingen zuiver imaginair. Dit is de
reden, dat er voor ieder type een klasse van stabiliteitspolynomen ont-
wikkeld is(Van der Houwen [1970]).

Enkele belangrijke stabiliteitspolynomen zijn:

§ imaginair:

P (z) =1+3z+ 22 B;(2) = 1 1% orde
- 2 3 _ e
P3(Z) =1+ 2z + 1/22 + 1/)-|-Z Bim(3) =2 2° orde
Ph(z) =1+ 2z + 1/2z2 + 1/6z3 + 1/2142)4 Bim(h) =2/2 L€ orde
Pgz) = 1+ 2 + 1/222 + 3/1623 + 1/322" + 1/1282° By (5) = b 2€ orde
§ reéel:
P.(x)=1+x+ 1/8x2 g (2) =28 1€ orde
2 re
Py(x) = 1+ x+ 1/252 + /4% Bo(3) = 6.27 2° orde
Ph(x) =1+ x + 1/2x2 + 1/6x3 + .O18h557xu Bre(h) =6 3% orde
of Ph(x) =1+ x + 1/2x2 + .078x3 + .0036xLl sre(h) = 12 2% orde

. . e e

In stelling 2.1 (hoofdstuk 2) hebben we gezien, aat er 1~ en 2 orde Runga-Kutta
formules zijn, die gegenereerd worden door matrices met slechts elementen

op de hoofddiagonaal.

De grootheden A. (j=1,...,m=1) worden gegeven door

Jsd=1

(3.16) =8 /B ..

kj,j—1 m+1-j’ “m-]j

De genererende matices behorend bij de eerste twee polynomen van elke

zojuist genoemde klasse zijn derhalve van de gedaante
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~ T2 0 o
1 0
()\j,l)= s ()‘,j,l)_ o 1/2 o,
0 1
) 0 1]
en —
e 1/8 0 0|
1 0
(., )= s O, )=l o 172 ol.
J,1 Jsl
0o 1
- Lo o 1]

In de volgende paragraaf zullen we een procedure behandelen, welke op
het Mathematisch Centrum ontwikkeld is. Voor deze procedure "modified runge
kutta" behoeven door de gebruiker niet de elementen van de matrix (Xj,l)
gegeven te worden, maar de coéfficiénten van het stabiliteitspolynoom en de
gewenste orde van nauwkeurigheid p = 1, 2 of 3. De procedure berekent dan
zelf deze matrixelementen. We zullen daarom verder geen aandacht besteden

aan het opstellen van de matrices voor hogere orden.

3.6. De procedure "modified runge kutta"

Een ALGOL 60-versie van deze procedure vindt men in Beentjes [1972].
Deze algoritme integreert beginwaardeproblemen van het type (3.11). De
stapgrootte wordt bepaald op grond van de door de gebruiker gewenste abso-
lute en relatieve locale precisie en de stabiliteitsvoorwaarde (3.15). De
procedure "modified runge kutta" is gedocumenteerd in de LR-uitgave van het
Mathematisch Centrum (LR 3.3.6). Volledigheidshalve volgt nu de gebruiks—

aanwijzing met referenties naar de in dit hoofdstuk gegeven theorie.

Declaratie

procedure modified runge kutta (t,te,m0,m,u,sigma,i,derivative,k,data,
alfa,norm,aeta,reta,eta,rho,output); )

integer mO,m,i,k,norm;

real t,te,sigma,alfa,aeta,reta,eta,rho;
array u,data;

procedure derivative,output;

Parameters

t ! <variable>
bij de aanroep van modified runge kutta moet t de beginwaarde
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te

mO,m

sigma

derivative

data

van de variabele waarover gelntegreerd wordt hebben;

<expression>;

de eindwaarde van t;

<expression>;
indices van de eerste en laatste vergelijking van het stelsel

gewone differentiaalvergelijkingen (3.11);

<array identifier>; array ul mO,m] ;
bij de aanroep van modified runge kutta moet dit array de

startwaarden u(to) bevatten;

<expression>;
de absolute waarde van de in modulus grootste eigenwaarde van
de Jacobiaan D, die niet in het positieve halfvlak ligt;

sigma moet door de gebruiker gegeven worden;

<variable>
telt het aantal evaluaties van het rechterlid tijdens een in-

tegratiestap en loopt van O tot en met n-1;

<procedure identifier>

in deze procedure geeft de gebruiker het rechterlid van ver-
gelijking (3.11);

de heading van de procedure luidt:

procedure derivative (t,v); real t; array v;

<body>;

<variable>;

telt het aantal integratiestappen;

<array identifier>; array data [-3:data[-2]];

een 1-dimensonaal array, dat de volgende door de gebruiker

te geven informatie moet bevatten:

data[-3]: het aantal rechterlid evaluaties, dat men wenst te
gebruiken voor een schatting van de locale fout;

data[-2]: de grasad van het stabiliteitspolynoom n;

data[-1]: orde van nauwkeurigheid p;

data[0] : de stabiliteitsparameter B(n);

data[1],...,data[data[-2]]: de co&fficiénten Bj van het
stabiliteitspolynoom;

alfa : <expression>
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aeta,reta

eta

rho

output

63

de toename van de stapgrootte is hiermee als volgt te regelen:

<
Tk < alfa x Tk_1.

<expression>;
voor norm = 1 wordt gerekend met de maximumnorm,

voor norm = 2 met de Euclidische norm;

<expression>;
verlangde absolute en relatieve precisie;
zijn aeta en reta beide negatief, dan wordt de stapgrootte

alleen bepaald op grond van het stabiliteitscriterium (3.15);

<variable>;

de tolerantie n als functie van aeta, reta en Ilukll;

: <variable>;

de discrepantie pk;

: <procedure identifier>;

de heading van deze procedure, die door de gebruiker gegeven
moet worden luidt:

procedure output;
<body>.

3.7. Voorbeelden

1. Beschouw het volgende Cauchy-probleem:

(3.17)

xe - U, -© < xXx<® 0=t <T,

=x + 1, -» < X < o, t = Q,

Het bijbehorende stelsel gewone differentiaalvergelijkingen is dan van de

vorm

(3.18)

a2,

(=4
o=

E+—E
2h

= ( jn = 1)U,  § o= 0,%1,52,...,

jh + 1.

Hierin is U een vector met oneindig veel componenten, die corresponderen

met de roosterpunten jh.
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De operstor D is nu een matrix van oneindige orde:

. 0 -=j/2 -1 -j/2 0 .
0 =(j+1)/2 -1 (j+1)/2 o
0 -(j+2)/2 -1 (j+2)/2 0

(3.19) D

- . . .

D heeft eigenfuncties Em’ waarvan de j-de component gegeven wordt door

Ew(j) = a(t) exp(injh),

met w een willekeurig re€el getal. De corresponderende eigenwaarde § van

D wordt gegeven door
(3.20) § = -1+ 1ij sin wh.
De spectraalradius van D is dus

(3.21) o(D) = max V1+5°.

J

Omdat de eigenwaarden van D op de lijn Re(z) = -1 liggen zijn de polynomen
behorend bij imaginaire eigenwaarden geschikt om dit probleem te integreren.

Van deze polynomen kunnen we

3 3
1+ 2z + 1/2z2° + 1/bz Bim(3) = 2
14 2 + 1/2z2 + 1/623 + 1/2hzh Bim(h) = 2/2

(3.22) P,(z)

(3.23) Ph(z)

gebruiken voor resp. 2e en 3e orde exacte resultaten.
De analytische oplossing van (3.17), U(t,x) = exp(-t) + x wordt nu

benaderd tot op termen, die resp.

0(13) + O(Th2) voor (3.22)

en
2
)

O(rh) + 0(th voor (3.23)
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bedragen.

De stabiliteitsconditie eist voor de tijdstap:

B. (n) 8. (n)
im im -
Tstab < —ETET_ < EEEEIT o(n).

We maken dus op zijn minst een totale benaderingsfout van O(h3). We worden
in dit voorbeeld geconfronteerd met een matrix D en vector U van oneindige
orde. In werkelijkheid nemen we uiteraard een eindig aantal componenten en
afhankelijk van de graad van het stabiliteitspolynoom n en het aantal punten
waarin we de oplossing uiteindelijk willen weten, starten we met een van te
voren berekend aantal componenten (zie 3.U4.,voorbeeld 1, blz. 56).

Het aantal relevante vergelijkingen neemt gedurende het integratieproces
af. Stel dat U geInitialiseerd is in de punten x = jh, j = go,go+1,...,g.
De indices mO en m worden tijdens het proces aangepast, door middel van een
procedure m0, waarin mO toeneemt en m afneemt.

In de procedure derivative wordt de evaluatie van het rechterlid van
(3.18) beschreven.

Als we ons tot doel stellen de oplossing van (3.17) te kennen op de
rechthoek

-.05 < x < .05 (=Jxh),
R:
0<t<.5
en we kiezen h = .005, dan moet op t = .5 de oplossing in minstens 21

roosterpunten bekend zijn.

Voor polynoom (3.22) geldt:

2, _2 _.2 _ 2
i 41 m+l —
(D) 3 pax 17 m+1

T <

en om te weten met hoeveel vergelijkingen we moeten starten lossen we de

volgende vergelijking op:

2J+1 + 2Kn = 2g +1, waarin K =

A3

ofwel



-J 5 J
|
21+2x-‘—%(g+1)x3=2g+1, I/ ,
' a
waaruit volgt : ///|
! /i i}
- 0.0
g=1U43, K< 11, 1> 1/22. €0 0> > 8

£ig.3.4. Afhankelijkheidsgebied

voor polynoom (3.22)

De stabiliteitsvoorwaarde schrijft een start met minstens 87 vergelijkingen
voor. Nauwkeurigheidscondities kunnen ons echter tot kleinere stappen dwingen,

zodat beter wat veiliger grenzen
B - =1
g 8g | 00
gekozen kunnen worden. We geven nu het volledige ALGOL 60 programma met de

resultaten, zoals dat door de regeldrukker van de EL X8 van het Mathematisch
Centrum werd afgedrukt.

Het ALGOL 60-programma
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BEGLN COMMENI THE INITIAL VALUE PROBLEM VUTzxWXeV, VOuXel
8Y PROCEDURE MODIFIED RUNGE KUTTA)

BBQCERUBE MODIFIED RUNGE KUTTA(T,TE,M0,M,U,SIGMA, | ,DERIVATIVE,K,
DATA,ALFA,NORM,AETA,RETA,ETA,RHO,0UTPYT) )
LNTEGER MO, M, 1 ,K,NORM;
BEAL T, TE, SlGMA ALPA,AETA,RETA,ETA,RHO}
ABBAY U.DAYAI
PROCEDURE DERIVATIVE,OUTPUT)
BEGIN 1t1ma1y
BEGLIN INTEGER P,N,N1,0Q;
Q¥WN BEAL ECO,EC1,EC2,TAUD,TAUL,TAU2,TAUS,T2;
BEAL THETAQ, THETANML,TAU,GAMMA, BETAN;
ABBAY MU,LABDA[0:DATA(=2)=1),B8ETA(1IDATA[=2]]),
THETHA[03DATA[«3)«1),RO,RIMO:M])}
BQOLEAN START,STEPL)

BEA: BPROCEDVYRE NORMFUNCTION(NRM,¥W)s LNIEGEBR NRM}
ABRAY vy
BESIN INTEGER J; BEAL 8,X;
$330;
LE NRMel THEN EQB J:sMO iTtt 1 UNILL ™ Q0
BEGLN X12ABS(W[J))}
LE x>8 IHEN Si=X
END} )
LE NRM=2 THEN St1=SQRT(VECVEC(MO,M,0,w,¥))}
NORMFUNCT|ON: =S
END NORMFU;

BROCERURE COEFFICIENT)

BEGLN LNTEGER J,KiBEAL S}
N1:zDATA(«J3);N:2DATA[=2];PisDATA[=1]}
BETAN:=DATA[(Q)GAMMALR 5 .
EQR Ji=l SIEE 1 UNILL N QQ BETA(U)JIsDATA(J]}
THETANML;alE P=3 IHEN .75 ELSE 13
THETAQ:a31<THETANML
MU[N=1):= BETA[2]/THETANML}
LABDA[N=1):2MU[Nel}=THETAQ}
LABDA([O)i1=MU(0]180)

SllTHETANM11

L1E N>2 THEN

EQR JisNe2 STEP -1 UNTIL 1 DO

BEGIN S:=BETA[IN=U)=SeTHETAD}
MUIJ)IBBETAING1=J]1/8}
LABDA[J]:aMU[J)=THETAD

ENQS )

1E N1=2 THEN .

BEGIN THETHA(O)t=lE Pei IHEN (BETA[2)=,5)/LABDAL1)
ELSE =.5/LABDA(1])}
THETHA(1)3u=THETHALO)}

Qim2

ENQS

LE Ni=4 THEN

BEGIN BEAL A,8,C,0,E,F)

Etsll Pa3 :u:u 0 ELSE BETA(3))



56 Fialf P=3 TEEN 0 ELSE BETA(2)3

57 AtaMU(1);B:8MU(2]);3CIaMU[3)sDnTHETAD)
58 THETHA(3)13(Be(A=B)e(1/6-E)~aa(B=D)s(As(, 5=BETA[2])
59 «(1/3~FaF)))/(Be(AnB)a(CeD)aBeAnCo(BeD)a(AaC));}
60 THETHA[2)130tm(1/6-E=B8(CeD)eTHETHA(I])/ (AG(BeD))]}
61 THETHA[1)1aCt8(,5-BETA[2)=B0D=COTHETHA[I))/A}
62 THETHA([O) 1a=CuD=THETHA[I]}
63 Otult Psi THEN 2 ELSE 3
64
65 tt N1-8 THEN
66 EGIN REAL ABBAY ALPHA(116,116),AUX{013)]
67 EQB vJi=3 STER 1 UNIlL 6 0OQ
68 EQB Ki=1 STEP 1 WNIlL 6 OQ
69 ALPHA[J,K)3=E J=1 THEN
70 BETA[N+1<K])/BETA[N=K) ELSE
71 LE J=2 IHEN MU(Kel1)=MU(1) ELSE
72 1E Ja3 IHEN (LE xs1 IHEN 0 ELSE
73 BETA(N+2-K]/BETA[N=K]) ELSE
74 1E Jnd IHEN MUIK)eALPHA[YL,K] ELBE
7% LE J=5 IHEN MUlks1)eALPHALY,K) ELSE
76 MU[K+1)ealLPHA[2,K])}
77 THETHA([1)131/6=BETA[3)}
78 THETHA(2)181/3=BETA{2)eMU([N=1]eMU[1)0(.5=BETA(2]))
79 THETHA([3)1=1/24=BETA[4]}
80 THETHA(4)121/12=BETA[3)eMUIN-2]}
81 THETHA(S5)tal1/8«BETA(3)eMU(N=1]}
82 THETHA([6)1n,25=BETA[2)@MU[N=1]42
83 «MU[1)®(1/3=BETA(2)8MUIN=11)}
84 AUXT0)tmu=123 RNKSOLELM(ALPHA,6,AUX, THETHA) )
85 Siw(,83=-BETA[2])=SUM(J,1,6,THETHA[J]))/MUIL]))
86 EQOR Jir=7 SIEP -1 UNILL 2 QRO
87 THETHA(J) 1 THETHA(J=1]1/MU(J)}
88 THETHA[1)3aS THETHA[Q) imeSUM(J,1,7, THETHALV]))
89 QtuPey
90 ENOQ
91 ENQ COEFFICIENT}
92
93 BROSEQUBE LOCAL ERROR BOUND}
94 ETAISAETA+RETA®NORMFUNCT ION(NORM,U)}
95
96 PBQCERURE LOCAL ERRCR CONSTRUCTION}
97 LE 1 s N1-1 THEN
98 BEGIN INIEGER JJ BEAL THT;
99 LE 1=0 IHEN
100 EQR J:imMO SIER 1 UNIIL M 0O ROCJ)I=03
101 THTIaTHETHA[ | JeTAU}
102 EQR Ji=MO SIER 1 UNTILL M Q9
103 RO[J]:=RO[JI+THTaR[J])}
104 LE 1=N1-1 THEN
105 BEGLIN ! :aN=1;RHO;aNORMFUNCTION(NORM,R0)} ! isNiel)
106 ECO:mECL;ECLIBEC2;EC2:mRHO/TAU4Q
107 ENQ
108 ENR L.E,C,}
109
110 BBOCEQURE STEPSIZE}
111 BEGLN BREAL TAUACC,TAUSTAB,AA,BB, cc.ec)
112 LOCAL ERROR BOUND}
113 LE ETA»0 THEN
114 BEGIN LE START IHEN

115 BEGIN LE xa0 IHEN



116
117
118
119
120
121
122
123

124

125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
143
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
i71
172
173
174
175
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BEGIN [NTIEGER ) L
EQR Ji=M0 SIEPR ¢ UNTIIL M QO
RlJ)tsUlY)} .
1180) DERIVATIVE(T,R)}
TAUACCIZETA/NORMFUNCT I ON(NORM,R)}
) STEP11wIBYE
END ELSE
LE STEP1 IHEN
BEGLN TAUACC:a(ETA/RHO)4(1/0)8TAU2}
LE TAUACC>10#TAU2 TIHEN
_ 'TAYACCIs10eTAu2 ELSE STEPLi=f4LEE
ENQ ELSE
BEGLN BEBta(EC2-EC1)/TAUL; CCiuEC2«BBsT2)
EC;uBBeT+CC}
TAUACCI=lF EC<O THEN TAU2 EL&E
(ETA/EC)4(1/Q))
STARTI®EALSE
. ENQ
ENQ ELEL
BEGLN AA:®((ECO=EC1)/TAUOS(EC2<ECL)/TAUL)
/(TAUL1+TAyUO)
BBIS(EC2=EC1)/TAUL=AAS(2eT2-TAUL))
CCi=EC2=T20(BBsAAST2) ) ECINCCeTO(BBeTRAA))
TAUACC:=|F EC<O0 IHEN
TAUS ELSE (ETA/EC)4(1/Q);
1E TAUACC>ALFA®TAUS THEN TAUACCIsALFA®TAUS)
LE TAUACCKGAMMAWTAUS THEN
TAUACC;sGAMMARTAUS
L1E TAUACC<u=12 & T IHEN TAUACC|E ,e12 o T
. END
END ELSE TAUACC!sTE.T;
TAUSTABI=BETAN/SIGMA; [F TAUSTABC,~12eT INZN
BEGLN PRINTTEXT($STABLE TIME-STEP LESS THAN Lel2eT$);
GQIQ END OF MODIFIED RK
ENQ) .
TAU:=lE TAUACC>TAUBTAS IHEZN TAUSTAB ELSE TAUACS)
TAUS:wTAU; LE TAUDTE=T IHEN TAU1aTE=T)
TAUO:=TAUL; TAULt=TAU2; TAU2I8TAU
ENQ STEPSIZ2E;

BBOCERURE OIFFERENCE SCHEME)
BEGIN INTEGER J3
BEAL MT,LTS
NEXT TERM:
MTisMU[1+1)@TAUILTISLABDA(I41)8TAU}
EQR v:aM0 SIER 1 UNILL M QO R{J)smsUlJ)eLTaR[J])
1311+ 3DERIVATIVE(T*MT,R)}
LE ETA>0 THEN LCCAL ERROR CONSTRUCTION}
LE (120~P33)vieNal IHEN
BEGIN REAL THT;
THT!alE I=s0 IHEN THETAO®TAU ELSE THETANM1eTAU}
EQR Ji=M0 SIER 1 UNILL M pO
UlJ)tasU[J]eTHTeR(J)
ENDS .
LE 1<N-1 THEN GQIQ NEXT TERM;
T21aT)TiaTeTAV
ENQ DIPF,SCH,3

START!aK=0}
COEFFICIENT)
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236
237
238
239
240

241

242

AETA:aREAD; RETA1mREAD)

MODIF1ED RUNGE KUTTA(T, LF K>25 IHEN T EL8E .5, MO, M,

U, Mei, 1|, DERIVATIVE, K, .
DATA, 1,5, 2, AETA, RETA,CTA,

RHO, OUTPUT);

T1



T2

THE INIT{AL VALUE PROBLEM VTEXUX=y, WOmXel
By PROCEDURE MODIPIED RUNGE KUTTA

DEGREE® 3 ORDERz 2 Hme,5000u- 2

K

ODNORBUNH

T

.0198
,0402
.0613
.0830
.1055
.1287

Xue,015

+.9054
+,8856
+,8656
+,8453
+,8249
.¢,8042
+,7833
+,7621
+.7406
+,7189
+,6968
e, 6744
+,6517
*.,6287
+,6052
+,5813
+,5570
+,5322
*, 5318

=,010

+.,9304
+,9106
+,8906
+,8703
+,8499
+,8292
+,8083
+,7871
+.7656
+,7439
+,7218
*, 6994
*,6767
+,6537
*,6302
+,6063
+,56820
*,5572
*,5565%

-.005

*,9554
+,9356
+,9156
+,8953
+.8749

+.8542°

+,8333
+.8121
+.7906
*.7689
., 7468
e, 7244
e, 7017
*, 6787
*,6552
*, 6313
*,6070
+,5822
*,5815

0

+.9804
*.9606
+.9406
+,9203
+.8999
+.8792
+.8583
+.8371
+.8156
+,7939
+.7748
e 7494
., 7267
«.7037
*,6802
*, 6563
+.6320
*.6072
6065

.00%

.010

+1.0054 «1,0304
¢,9856 «1,0106

*,9656
+,9453
+,9249
+,9042
+,8833
+,8621
+.8406
+.8189
+,7968
e, 7744
+, 7517
.¢,7287
*«,7052
*,6813
*,6570
*,6322
*,6315

+,9906
¢,9703
+,9499
+,9292
*,9083
*,8871
+,86%6
¢.8439
+,8218
*,7994
., 7767
*,7537
*.7302
*,7063
*,6820
*,6572
*.6565

.015

«1.0554
*1.,0356
*1,01%6
+,9953
*,9749
+,9542
., 9333
., 9121
*«.8906
., 8689
+,8468
*, 8244
*,8017
*,7787
»,7552
. 7313
©,7070
*,6822
*, 6015

EpS

.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00001
.00001
.00001
«00001
.00001
.00001
.00002
.00002
.00002
.00002
.00003
.00003
.00004
+00004

EPSABS

+00000
+00001
.00001
.00001
.00002
.00002
+00002
+00003
+00003
+00004
+00005
+00005
+00006
.00007
+00007
.00008
«00009
00011
«00011
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2. Beschouw het begin-randwaarde probleem

U =Uu_-70, -m/2 <x<mw/2, 0<t=<T,
(3.24) U(x,0) = cos x, -n/2 < x < w/2,
U(-n/2,t) = U(n/2,t) = o, 0<t<T.

Het stelsel gewone differentiaalvergelijkingen wordt nu:

> E -2+E
ag _
Lo (= =) 5+ Fw),
h
(3.25)
+ -
Uy = cos(jxh),
met
[2/mP1 12 o ... o | Fo ]
CamE c2/mPa P 0 . :
0 /0% /w1 1w .
(3 26) D= . . o . . en F(t) = :
1/h2 —2/h2-1 1/h2
0 e . /0% —2/n2-1 0

De eigenwaarden § van D worden hier
(3.27) ~1 - 4/n® sin® 4B

en dus is de spectraalradius

(3.28) (D) = 1 + b/m2.

De eigenwaarden zijn negatief refel en we kiezen nu &én van de polynomen uit

de bijbehorende klasse, b.v.

(3.29) P (x) = 1+ x + 1/2x° + 17165, B (3) = 6.2T.



Th

De analytische oplossing U(x,t) = e-2t cos x wordt nu benaderd tot op een

term, die
0(13) + O(Thg)

bedraagt. De stabiliteitsconditie stelt

6.27 - 6.27 h2 -

2
T < ).
stab = 1 /m®  han?

0(h
e . L e s .

We maken dus op zijn minst een totale benaderingsfout O(h ). Dit impliceert,

dat voor dit geval ook een eerste orde schema gebruikt kan worden, omdat ook

dan de afbreekfout 0(12) = O(hu) van dezelfde grootte orde is. We kunnen

b.v. het polynoom

(3.30) Ph(x) =1+ x + 5/32x2 + 1/128x3 + 1/8192xh, sre(h) = 32,

nemen, dat een 5x zo grote stap toelaat.
We geven nu de procedure derivative en de actuele aanroep van modified

runge kutta:

procedure derivate (t,v); real t; array v;
begin integer j; real vjml,vj;
vjml:= v[mol;
v[mo+1] := (v[mo+2]-2%v[m0+1])/(h*h) - v[mO+11;
for j:= mO+2 step 1 until m-2 do
begin vi:= v[jl;
v[jl:= (v[j+11-2*vj+vim1)/(h*h) - vj;

vjml:= vj

end;
vim-1]:= (vjm1-2*v[m-1])/(h*h) - vim-1]
end;
Kies h = w/100, dan -m0 = m = 50 en de actuele aanroep van modified runge

kutta wordt:

modified runge kutta (t,if k > 20 then t else .1,-50,50,

u, 1+4/h/h,i,derivative,k, data,1.5,2,10-5,10- seta,rho,output);

Tenslotte geven we nog de resultaten van dit voorbeeld:



THE INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM WTmyXXeV, -YOBCOS(X),
V(=PI1/2,T)mVU(P1/2,T)sQ

DEGREE® 4 OKDER® { Hee 3442, 1

O®LOWMSUN- P o3

T

.0000
.0001
.0006
.0035
.0064
,0093

Xe=P|/2

+,0000
+,0000
+.0000
+.0000
+,0000
+,0000
«,0000
+.0000
+.0000
+,0000
+,0000
+,0000
+,0000
+,0000
+,0000
«.0000

-P1/4

+,7071
+,7070
+,7062
+,7021
*,6981
+,6941
*«,6901
+,6861
+,6821
.,6782
*+,6743
*, 6704
+.6665%
+,6627
+,6588
+,6550
*,6512
*,6475
*, 6437
+,6400
*,6363

0

+1.0000
+,9999
+,9987
+.9930
¢,9873
+.9816
*. 9759
+,9703
¢,9647
+,9%91
*,9536
¢,9484
+.9426
+.9372
+,9317
+,9264
*,9210
*,9157
*,9104
+.9051
*+,8998

Pi/4

+.7071
+.7070
+.7062
+.7021

©+,6981

e, 6941
«.6901
*. 6861
e, 6821
«,6782
+,6743
«. 6704
*.6665
*. 6627
+.6588
+.6550
+.6512
. 6475
*, 6437
*,6400
«. 6363

P1/2

+,0000
+,0000
+,0000
+,0000
*¢,0000
+,0000
+,0000
+,0000

-¢,0000

+,0000
+,0000
+,0000
+,0000
«,0000
«.0000
+,0000
¢,0000
+,0000
*«,0000
+,0000

+.0000

grs

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0001
.0001
.0001
.0001
.0004
.0001
.0001
.0001
.0001
.0002
.0002
.0002
.0002
+0002

ErpSABS

.0000
.0000
.0000
.0001
.0002
.0002
«0003
.0004
+0005
.0005
.0006
«0007
.0008
.0008

ETA

75

RHO

.000000
.000000
.000003
.000081
.000080
.000080
,000079
.000079
.000079
,000078
.000078
,000077
.000077
.000077
+000076
.000076
,000076
,000075
.000075
,000074
.000074
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3.8. Opgaven

1. Gegeven is het stelsel p.d.v.n.:

P, - 2qu =0, q - 2xpy =0, (x>0, y>0),

p(0,y) = 0 (y>0), p(x,0) = x, a(x,0) = 1 (x>0).

a. Toon aan, dat de karakteristieken voldoen aan:

x2 = constant,

I+

y

p + q is constant langs y + x2 =cen p - q is constant langs

2
y -x =c.

b. Bepaal p(5,24), q(5,24) en q(0,49).
2. Geef het type van de p.d.v.:
- + = .
(-y)u axu .+ (1+y)Uyy H(x,y,Ux,Uy)
3. Toon aan, dat de karakteristieken van de p.d.v.

yUxx - 2xey - yUyy = G(x,y)

oplossingen zijn van de vergelijking
2

x_ 1/2

(£ +1)

¥

en vindt deze oplossingen (door x/y als nieuwe variabele te nemen) in

de vorm:

Vx2+y2 + X =c, en v’x2+y2 -x=c

1 2°
Als Uen Uy voorgeschreven zijn langs de x-as schets dan het afhanke-

lijkheidsgebied van het punt (3,4).



T

Gegeven is de p.d.v.
+ =x +
u 2xuy X +y

met beginvoorwaarde u(0,y) = 0.

Bepaal met behulp van de karakteristieken de waarde van U in het punt
(2,1).

Beschouw het beginwaardeprobleem:

Ut = AUx, A = constant, t > 0, -®» < x < o,

U(x,0) = f(x), -» < x < »,

Schrijf dit probleem als een stelsel gewone differentiaalvergelijkingen

van de vorm:

>
du >
gt = Du+ F(t),
) 2
zo, dat a) A sx =D+ o(n%),
9 _ 3
b) A 35 =D+ 0(n7).

Bepaal in beide gevallen de spectraalradius van de matrix D en verge-
1lijk voor zekere A en f(x) de analytische oplossing van dit probleem
met de numeriek oplossing, verkregen m.b.v. de in dit hoofdstuk be-

schreven procedure.
Als in opgave 5 voor de p.d.v.:

u, =k u+k.u +k

Y 1 ol 3° k1,k sk, constant,

2773

u(x,0) = £(x).

Kies stabiliteitspolynomen voor verschillende waarden van k1 en k2.

Beschouw het 1-dimensionale golfprobleem:
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a)

b)

c)

Utt=CUxx’ t >0, - < x < o

U(x’o) = f(x)’ -0 < X < ™,

Ut(X,O) = g(x).

Schrijf dit probleem als stelsel 1% orde p.d.v.n. met behulp van de
substitutie: v = u enw=u_  en pas de beginvoorwaarden aan.

Maak er vervolgens een stelsel gewone differentiaalvergelijkingen
van en bepaal de spectraalradius van de matrix D.

Los het verkregen stelsel numeriek op m.b.v. de in dit hoofdstuk

beschreven procedure.

Is er een substitutie mogelijk, waarbij een stelsel 1% orde p.d.v.n.
ontstaat en U toch direct opgelost wordt? Zo ja, behandel dit

geval als a) en b).
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METHODE VAN RICHARDSON VOOR ELLIPTISCHE
DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

T.M.T. COOLEN

4.1. Randwaardeproblemen voor elliptische parti&le differentiaalvergelijkingen

L.1.1. Definities en afspraken. In paragraaf 3.3 werd reeds de definitie

gegeven van een tweede orde elliptische partiéle differentiaalvergelijking

in twee variabelen. We geven de definitie hier opnieuw. De vergelijking
(L.1) azo(x,y)uXx + aH(x,y)uxy + aoe(x,y)uyy = f(x,y,u,ux,uy)

heet uniform elliptisch in een enkelvoudig samenhangend open gebied Q van
het platte vlak 112 als voor alle x € Q geldt

(k.2) a1, (x3)% = ba (x.y)ag,(x,y) < const. < o.

We zullen ons in dit hoofdstuk beperken tot vergelijkingen in twee ver-
anderlijken. Van het gebied Q zullen we steeds aannemen dat zijn rand, die
we met 3Q noteren, voldoende glad is, d.w.z. voldoende vaak differentieer-
baar. Verder is € =  u 3Q. Een lineaire tweede orde elliptische differen-
tiaalvergelijking heeft de gedaante

(4.3) Lu = a_.u

+ + =
20%xx + a11uxy + a02uyy + a,.u a_ .u a_ u f,

107 017y 00

waarin alle coéfficiénten van x en y mogen afhangen. Het deel met de
hoogste afgeleiden, de eerste drie termen van (4.3) dus, heet het hoofd-
deel van de elliptische operator L.

Voor de volledigheid geven we nog de definitie van een hogere orde
elliptische vergelijking. Als we ons beperken tot reéle coé&fficiénten van
zo'n vergelijking, dan bestaan er slechts elliptische vergelijkingen van
even orde. In onze schrijfwijze maken we daarvan gebruik.

Een differentiaalvergelijking van de orde 2m

. 3} 3 (2, -
(4] tu = j+§52m a5, (xy) (E)x) \sy) w=t
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heet uniform elliptisch in @ N
als geldt dat de uitdrukking

(k.5) Q,yEon) = I &y Gey)ednt
j+l=en 9
fig. L.1
voor elke (x,y) e Q definiet is.

L.1.2. Voorbeelden. De vergelijking van Laplace, ook wel potentiaalver-

gelijking genaamd,

2 2
Au = 2—%-+ 3—% =0,
9x Ay

is elliptisch in elk gebied van het x - y - vlak. Een oplossing van deze
vergelijking heet een harmonische functie. Een voorbeeld van een hogere

orde elliptische vergelijking is de bZharmonische vergelijking

ah Bh Bh

AAU.-_- u+2.—u.__+ u=0.
2,.2 L
9x 3x 3y Ay

L4.1.3. Stelling. Het hoofddeel van een tweede orde elliptische differenti-
aalvergelijking in twee variabelen met analytische coéfficiénten is via
een geschikte transformatie te schrijven als de operator van Laplace A.
Bewijs: zie Coolen, Férch e.a. [1969], p. 5 e.v.

Een consequentie van deze stelling is dat het veelal voldoende is verge-
lijkingen van de vorm

(L.6) fu +a u + 891% * 8oot = f

te bekijken, als we iets van het karakter van tweede orde elliptische
differentiaalvergelijkingen willen leren kennen; (4.6) heet de canonie-—

ke vorm van elliptische differentiaalvergelijkingen van de tweede orde in

twee variabelen.
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b.1.4. Zelfgeadjungeerde operator. Een elliptische operator heet zelf-

geadjungeerd in Q, als voor voldoend gladde functies v en w de uit-
drukking

(4.7) H (wLv-vLw)dxdy
Q

alleen afhangt van de waarden van v en w en hun afgeleiden op de rand 39.
Een eenvoudige berekening laat zien, dat de operator L gedefinieerd door
(4.3) zelfgeadjungeerd is,als
a, =25 +12 a en a, =g +12 a, ..
10 - 9x %20 T 2 3y 211 01 ~ 3y %02 7 2 3x 211
Het begrip zelfgeadjungeerd komen we ook tegen in de theorie van de eindige
vectorruimten. Elke zelfgeadjungeerde operator in een eindige vectorruimte

kan worden voorgesteld door een symmetrische matrix.

L.1.5. Voorbeeld. De operator van Laplace is zelfgeadjungeerd. Dit volgt
uit de bekende formule van Green

(L4.8) Jj(uAv—vAu)dxdy = —I u %% -V %%)ds,

Q QR

waarin 3/3v de afgeleide langs de naar binnen gerichte normaal op de

rand voorsielt, en ds een lijnelement langs de rand 3Q.

L.1.6. Randwaardeproblemen. Er zijn vele oplossingen van een elliptische
vergelijking. Maar we zijn altijd slechts gefnteresseerd in een oplossing
die voldoet aan bepaalde gegeven voorwaarden op de rand van het gebied Q.

De drie belangrijkste voorwaarden voor vergelijking (L4.3) zijn:

(4.9) u=g op 30,
ou ou

(%.10) b, S +b, o =g op 99,

(k.11) b, +b, B 4p ﬂ=g; op 9,

0 1 dv 2 93s

waarin 3/3s de afgeleide langs de rasklijn aan de rand 39 voorstelt.
Men kan laten zien (zie bijvoorbeeld Forsythe & Wasow [1960]1, p.161),

dat voor de vergelijking van Laplace deze drie voorwaarden overgaan in
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(k.9") u=g op o%,
(k.10") Mg op 0,
(4.117) au + %% =g op 3.

Deze drie randvoorwaarden dragen resp. de namen Dirichlet voorwaarde,

Neumann voorwaarde en randvoorwaarde van de derde soort.

Over de existentie en de uniciteit van de oplossing van een ellip-
tisch randwaardeprobleem.bestaat een uitgebreide literatuur. Zie bijvoor-
beeld de verslagen van het Colloquium Elliptische Differentiaalvergelijkin-
gen van het Mathematisch Centrum, 2 delen, resp. Coolen, FSrch, e.a. [1969]
en Van den Brink, Coolen, e.a. [1970], waarin uitvoerige literatuurlijsten

zijn opgenomen. Als voorbeeld noemen we de volgende stelling.

L.1.7. Stelling. Het Dirichletprobleem

Au = T in 9,
u=g op 99,
u continu in @ = Q u 3Q.

en het derde randwaardeprobleem

Au = f in Q,

du
au + 5= g op 92, a Z 0,
u continu in 5,

zijn eenduidig oplosbaar. Het Neumannprobleem

Au = f in Q,

Ju .

5y - 8 in 99,
u continu in 5,

is dat op een constante na ook onder de additionele voorwaarde

(4.12) Jgds = ij dxdy .
a0 Q



83
Bewijs. Zie bijv. Coolen), FSrch e.a.[1969], hoofdstukken 2 en 3. [J

4.1.8. Opmerking. Het komt er op neer, dat men voor eenduidige oplosbaar-
heid van een randwaardeprobleem niet te veel en niet te weinig voorwaar-
den op de rand moet geven. Voor tweede orde elliptische vergelijkingen
moet men kennelijk overal op de rand &én voorwaarde geven. Voor vergelij-
kingen van de orde 2m zijn precies m voorwaarden overal op de rand nodig.

Als voorbeeld weer de biharmonische vergelijking

Abu = 0 in @,
)

u=g, 5% =h op 99,

u continu in Q.

Een van de meest bruikbare analytische hulpmiddelen bij het bestuderen
van elliptische differentiaalvergelijkingen is het maximimprincipe. We zul-

len dit principe formuleren voor de vergelijking

(4.13) Lu = Au + a gu + a.muy *+ aggu = 0,

die de canonieke vorm van elliptische vergelijkingen van de tweede orde is.

L.1.9. Stelling. Als 859 S 0 dan kan een niet-constante oplossing van Lu = 0
niet een positief maximum of een negatief minimum aannemen binnen Q.

Bewijs. Zie Forsythe & Wasow [19601, p.1Th.

k.1.10. Stelling. Een niet-constante oplossing van Au = 0 kan zijn maxi-

mum of minimum slechts op de rand van het gebied Q

Bewijs. In tegenstelling tot wat wij gedaan hebben bij de vorige stel-

lingen, geven we het bewijs hier wel, omdat daarmee nog een belangrijke
eigenschap van harmonische functies naar voren komt, de zogenaamde middel-
waardeeigenschap. Uit de functietheorie is bekend dat elke functie u(x,y)

het re€le deel is van een analytische complexwaardige functie w(z), z = x + iy.

Volgens de integraalstelling van Cauchy is dan

(4. 1%) w(z) = ﬁf ke,
C

waarin C een cirkel met straal r en middelpunt z is, die geheel binnen 9
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ligt. Daar ¢ = z + rele, kunnen we voor (4.14) ook schrijven

2m .
w(z) = ?% J W(z+rele)de.
0

Door hiervan het reéle deel te nemen vinden we

2m
1 .
(4.15) u(x,y) = B J u(x+rcos6, y+rsing)de,
0
hetgeen betekent dat u(x,y) het gemiddelde is van zijn waarden op elke
cirkel rond (x,y). De stelling volgt nu door (4.15) toe te passen in elk
punt (x,y) waar u een maximum of minimum aanneemt zonder locaal constant

te zijn. O

4.2, Discretisatie van elliptische randwaardeproblemen

De numerieke behandeling van elliptische randwaardeproblemen ver-
schilt nogal van die van hyperbolische en parabolische begin(randwaarde-)
problemen. Daar kan men de parti&le differentiaalvergelijking met begin-
voorwaarde(n) omzetten in een stelsel gewone differentiaalvergelijkingen
met beginvoorwaarde(n). De onafhankelijke variabele was de tijd t.

Hier hebben we geen tijdachtige variabelen; de methoden beschreven bij de
parabolische en hyperbolische vergelijkingen lukken dan ook niet, te meer

omdat hier ook rondem randvoorwaarden worden gesteld.

L4.2.1. Keuze van het net. We discretiseren

elliptische problemen naar beide variabelen tege- o \\\
1lijk. Bij de methoden van het eindige differentie-
type - andere zullen we niet bekijken - wordt het N
samenhangende gebied 2, met onafhankelijke varia- ~ L
bele (x,y) € Q, waar men de functie u zoekt, ver-

fig. L.2

vangen door een eindige verzameling Qh van punten.

Deze punten worden meestal gekozen als de roosterpunten van een recht-
hoekig net (zie fig. 4.2). Ook wij zullen ons hiertoe beperken.

We gebruiken nu een andere notatie dan die uit de vorige paragraaf. In het
vervolg zullen we alle continu gegeven of te bepalen functies aangeven met
hoofdletters, en alle functies die slechts waarden hebben in de rooster-

punten met kleine letters. Elke afhankelijke functie U(x,y), gedefinieerd
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op &, wordt vervangen door een roosterfunctie u(x,y), gedefinieerd op .
Het probleem om uit het elliptische randwaardeprobleem U(x,y) te bepalen
wordt op deze wijze vervangen door het probleem een eindig stelsel simul-
tane algebraische vergelijkingen op te lossen, waarin de waarden van
ulx,y), (x,y) € Qh als ombekenden voorkomen. Dit proces heet diseretisatie.
Op welke wijze dat stelsel algebraische vergelijkingen wordt opgelost, is
een van de discretisatie onafhankelijk probleem, dat we in paragraaf

L.4 behandelen.

L.2.2. Enige probleem bij discretisatie. (i) Op welke wijze moet de rand

worden gerepresenteerd als deze niet bestaat uit zijden van de rechthoe-
ken van het rooster?

(ii) Wat zijn goede benaderingen Lh van de elliptische differentiaalopera-
tor L, en hoe moeten we de normale afgeleide 3U/3dv op de rand represente-
ren? Het eindige differentie-analogon van het randwaardeprobleem moet met
dit randwaardeprobleem consistent zijn, d.w.z. als de maaswijdte van het
net tot 0 nadert, dan moet het differentieprobleem naderen tot het dif-
ferentiaalprobleem. Dus Lhu = f moet overgaan in LU = F.

(iii) Wat is het verschil tussen u(x,y) en U(x,y) voor punten (x,y) e Q7
De grootheid || u(x,y) - U(x,y) || heet de discretisatiefout, waarbij

I . || een of andere norm voorstelt. Deze moet met de maaswijdte tot O

naderen.

We zullen alleen maar regelmatige, rechthoekige netten bekijken. Dit
betekend dat de roosterafstand £ in de x-richting, en de roosterafstand n
in de y-richting niet veranderen. Voor onregelmatige en niet-rechthoekige
netten, zie bijv. Forsythe & Wasow [1960]. Meestal zullen we de punten
nummeren met twee gehele getallen j en 1, en zullen we j van links naar

rechts laten lopen, en 1 van onderen ,naar boven.

4.2.3. Discretisatie van elliptische operatoren. Hoe discretiseren we

de operator

(4.16) LU A + A AU A

OEU&y 10 U' +A U ?

= +
AooUxx * 211Uy 01% * 200

Voor een compacte notatie introduceren we de zogenaamde molecuulnotatie.
Laat (x,y) een punt van Qh'zijn, dan behoren, daar we ons tot regelmatige

roosters beperken, de punten (x * £, y *+ n) eveneens tot Q. . We schrijven

h
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nu voor

au(x-£,y-n) + bu(x,y-n)

+ cu(x+g,y-n) + du(x-£,y)
+ eu(x,y) + fu(x+g,y) (x,y)
+ gu(x+E,y+n) + hu(x,y+n)
+ iu(x+g,y+n)

(4.17) ghi
def| u, fig. L.3

abec
waarbij we eventueel een rij of kolom zullen weglaten. Vervang nu

-2
Uxx door £ [1 -2 1] u,

2,=2 !
U door p' & -2 u, waarin p = &/n,

Yy 110 0 p
-2
(4.18) ny door (2t) 000/ u,
p O-p

Ux  door (25)'1 [10-11u,
-1 1
U door p(2) 0| u.
v -1
Hierbij zien we af van eventuele moeilijkheden in de buurt van de rand.
Als we al deze uitdrukkingen combineren, dan wordt de met L corresponde-

rende differentieoperator Lh:

1 2 1 1
—wpA P Ag, + 20EAG, PA
(4.19) u =g, ~EA —2(A, +0°A ) + E°A A +1EA u
Ly 20"25840 26+ Po2 00 oot2Ehig | o
iph 0°a,, - doLa Y
1 02 2 >01 L 11

waarin alle functies Aj in het punt (x,y), het middelste punt van het

1
negental, worden geévalueerd.
Deze keuze van differentieoperatoren wordt gemotiveerd voor de beken-

de Taylorenontwikkeling met restterm. We laten dit zien voor het differen-

tie-analogen van U__:
XX
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tie-analogon van U _ :
XX

U(x+E,y) = U(x,y) + EU, (x,y) + %EEUXX(x,y) +

3

1 1L
+ .6- g UXXX(X,y) + 2_)4 £ Uxxxx(X+e1£’y)’

en U(x-£,¥) = Ulx,y) = €U, (x,y) + 3E°U_ (x,y) +

-7 £3Uxxx(x’y) * ?% ghUxxxx(X+62€’y)’

waarin 0 < 91,92 < 1.

Optellen en herrangschikken van beide gelijkheden levert

E2(U(x+E,y) - 2U(xyy) + U(x=E,y)) =

1.2
= U () + o 850, (v 8,y) + U (x+6,8,y)).

Onder de .aanname dat de vierde parti&le afgeleide naar x van U begrensd
is op [x-g,x+£] volgt dan

€701 -2 1U(x,y) - U (x,y) = 0(£%) als € » o.
Op eenvoudige wijze is nu de volgende stelling te bewijzen.

L.2.k4. Stelling. Wanneer alle vierde partidle afgeleiden van U(x,y)
begrensd zijn op Q, dan geldt op Q voor £ - 0 en g/n = 0(1)

2
(4.20) L U(x,y) - LU(x,y) = 0(&).
We bekijken nu nog eens apart de discretisatie van de operator van Laplace.

L.2.5. Stelling. Laat Ah gedefinieerd zijn door

(k.21) b,U= L, L) Ly| G,

waarin
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16 2(140%y), L, = £

L 2

1

(4.22) L

=2 -~
s = £ 201, 1y, = 2vE Y,

p = £/n, Y nog een te bepalen reéle parameter is.

Dan geldt dat voor £ + 0 en £/n = 0(1)

AhU(x,y) - AU(x,y) =

i L L
1 .2(3U 22 3"y 23y
12 & (—E+12L1£° 2. 2+ F T)+

v 3x 9x 9y Ay
6 6 6 6
143w 2 -2 _3U -4 37U 9 U
(4.23) + 5z ( + 30L,E (o —5 +o —2), o %)
360 2x0 ! ax ‘ay? axtay 0 ey
8 8
1 6 (U 2 -2 _ 31U L 37U
* 30160 ¢ ( g+ 1MLqE (hp 6.2" 10 L5
X 9X 3y 9x Jy
8 8
v p6 2N o762 ) 4 o(ch)
9x oy Ay

Bewijs. Door A U uit te schrijven in termen van U(x * &, y * n), ceze in
DEW1]S h

Taylorreeksen t.o.v. het punt (x,y) te ontwikkelen wordt (L.20) verkregen.[]

4.2.6. Hogere orde approximatie van de potentiaalvergelijking. In het al-

gemeen volgt uit de vorige stelling dat voor (x,y) € @
2
AU - AU = 0(g%), £+ 0, p = 0(1),

als maar de afgeleiden tot en met de vierde orde begrensd zijn op Q. Wan-
neer we ons echter beperken tot harmonische functies, dus AU = 0, dan kunnen

we hogere orde approximaties vinden door gebruik te maken van
82U/8y2 = -32U/3y2,

formule (4.23) gaat dan over in

L
_ 1 2-2 2 2 3'U
4, U= AU = =5 £% (p°-12L,€%+1) _Eax +
6
1 Yy -2, 2 2 2, 30U
(4.24) + 355 & P (p“-1)(p"+1-30L,E%) ;;g +
8
- N
+ 20}60 g6p 6(p6+1-28L152ph(2p -50°+2)) a—g + 0(58).
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We zullen nu (L4.21) en (4.24) bekijken voor verschillende waarden van Y.

2 . .. . .
Voor vy = 1 + p 1is L1 = 0, en krijgen we de bekende vijfpunts + formule

0 L, 0
4.25) dus | L lu
(k.25 /= B3l I3l
0 L, 0
waarvoor geldt
(4.26) AYU - AU = 0(°) voor £ » 0, p = 0(1)

h

Als we bovendien p = 1 kiezen, krijgen we het overbekende molecuul

01 0
(4.27) A;U =e2 |14 1 U
01 0

Kiezen we vy = %(1+p2), dan verdwijnt de eerste term in het rechterlid

ven (4.24), en krijgen we een approximatie voor A met een foutterm van
O(Eh). Als we, additioneel, p = 1, d.w.z. £ = n = h kiezen, krijgen we
zelfs een benadering voor A met fout van de orde 56. Uit (4.24) volgt dan,
dat

8
(4.28) AU - AU=3O—12,I§6L%+ 0(58), g~ 0.
9x

Deze keuze van p en y geeft een formule die bekend stast als de negen-—

punts Laplace differentieformule

(4.28) A}(l9)U = -%— g'2 L 20 L4 | U.

Lh.2.7. Opmerking. Als we de moleculen, die de Laplace vergelijking simu-
leren, bekijken zien we dat steeds de waarde van de roosterfunctie in het

middelste punt van het negental gelijk is aan een gewogen gemiddelde van
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de andere acht. Dit correspondeert met de middelwaarde-eigenschap (stelling
k.1.10).

4.2.8. Belangrijke opmerking. In het voorgaande hebben we gesproken over

de orde van consistentie, d.w.z. over de mate waarin de differentieoperator
op de differentiaaloperator lijkt. Dit betekent nog niet zonder meer dat

de roosterfuncties u naar de analytische oplossing U convergeren voor

£ >0, &/n = 0(1). Op deze problematiek zullen we hier niet ingaan; men zij
verwezen naar Forsythe & Wasow [1960], p.283 e.v.. Steeds zullen we ervan

uitgaan dat er convergentie is voor £ = 0.

4.2.9. Discretisatie van Dirichletrandvoorwaarden. Tot nog toe hebben we

alleen gesproken over de discretisatie van de elliptische operator in het
inwendige van Q. Richten wij nu onze aandacht op de rand. Als de rand be-
staat uit een aaneenschakeling van verbindingslijnstukken tussen de roos-
terpunten, dan is discretisatie van de Dirichletrandvoorwaarden eenvoudig:
geef u(x,y) de voorgeschreven waarde op de rand.

Wanneer de rand niet zo "mooi" is, dan moet men interpoleren. Als voor-

beeld geven we een [lineaire approximatie (zie figuur L.L):

(k.29) U(x+(1-s5)E,y)= sU(x,y) +

+ (1-8)U(x+E,y) = (x+(1-8)g,¥y)

= G(X+(1'5)€ 9Y):

. A o (x+E,Y)
. .. (x,y)
waarin G de Dirichletrandvoorwaarde 30
in het continue probleem is. Als
differentievergelijking in de buurt
van de rand moeten we dan opnemen fig. 4.k

x+(1-8)E,y) - sU(x,y)
1-s

(4.30)  U(x+E,y) = &

Hogere orde interpolatie is mogelijk. Zie daarvoor Forsythe & Wasow [19601,
p.198 e.v., Hildebrand [1968]1, p.266 e.v..

L4.2.10. Discretisatie van de Neumannrandvoorwaarde. We behandelen slechts

de situatie dat de rand is opgebouwd uit lijnstukjes die de roosterpunten

verbinden. Taylorontwikkeling geeft (zie figuur L4.5):
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U(x,y+n) = U(x,y) + |

:

. 2
+ nUy(x,y) + 1 Uy(x,y+9n),

i E(X,Y) H Q
waarin 0 < 6 < 1. Hieruit volgt dan -_é ______ ; ______ i-.
dat de normale afgeleide te benaderen ! ' '
is door fig. 4.5
(4.31) oy (xy) = Lol = Uay) o),

Het kan echter op een eenvoudige manier een orde nauwkeuriger. Breid het
rooster met een regel naar onderen uit (zie figuur 4.5, stippellijn).

Dan is met behulp van Taylorontwikkelingen t.o.v. (x,y) aan te tonen dat

U (x,y) = U(x,y+n) - U(x,y-n)

2
N 2n )

+ O(n .
Op deze wijze hebben we echter een aantal extra onbekenden U(x,y-n),

(x,y) € 39, geintroduceerd. Dit vangen we op door aanvullend ook voor

de randpunten de differentievergelijking die in het inwendige van Q geldt,

te introduceren. Voor de Neumannrandvoorwaarde %g = 0 op 3Q komt dit over-

een met het voortzetten van de analytische oplossing over de rand heen, zo-

danig dat
U(x,y-n) = U(x,y+n)
voor alle n.
Voor minder mooie randen zij verwezen naar de literatuur Forsythe &

Wasow [1960] en Hildebrand [19681, resp. p.198 en 266.

4.2.11. Discretisatie van de operator L in de buurt van een willekeurige

rand. Men zij verwezen naar bovengenoemde literatuur.

4.3. Het stelsel differentievergelijkingen gezien als matrixvergelijking

4.3.1. Andere schrijfwijze van de differentievergeli jkingen. Laten we san-

nemen dat een elliptische randwaardeprobleem gediscretiseerd is volgens de
methoden van de vorige paragraaf. Laten we de verzameling van die punten

van de rand 3Q, waarin de roosterfunctie u moet worden bepaald, aangeven



92

met Bﬂh, en ﬁh = Qh u BQh. In plaats van de notatie van de vorige para-
graaf te gebruiken, kunnen we voor elk punt (x,y) =P € Q, de bijbehorende
differentievergelijking ook schrijven als

(4.32) Lu(P) = ] _ a(PQ)ulQ) = z(P) ,

Qe

waarin de a(P,Q) getallen zijn die afhangen van £ en n, en van de gebruik-
te discretisatie van de differentiaaloperator of van de randvoorwaarden.
Merk op dat in (4.32) de randvoorwaarden mede zijn opgenomen. Laat N het
aantal punten P € §£ aangeven; het is vaak handig de waarden Vanrde roos-
terfunctie u(P) als een vector u met N componenten te beschouwen. De li-
neaire operator Lh wordt dan gepresenteerd door een vierkante matrix A van
orde N; i.p.v. Lhu(P) = z(P) schrijven we Au = 7. Aan de hand van een
voorbeeld zullen we een en ander toelichten.
4.3.2. Voorbeeld. Beschouw een rechthoek T Y /(jh’lh)
met zijden 4h en 3h (zie figuur L4.6), (0,3n) J/

waaroverheen een rooster is gelegd,

zoals in de figuur is aangegeven. De

roosterafstanden £ en n worden beide

gelijk aan h gekozen. In dit vier-

kant bekijken we het Dirichletrand- (0,0) (kn,0)

waardeprobleem rig. 4.6

(4.33) AU = F in Q,

U =G op 99,

dat we discretiseren m.b.v. de vijfpunts + formule (L4.27). Het gediscreti-

seerde probleem ziet er dan uit als

+ .
(L.3L) Ahu = f in Qh’
u=g op 8Qh,
waarin Qh={(,jh,lh) | 1<j5<3, 1<1x2},
2 ={(jh,1n) | 0<j <k, 0=<1c5 3},

h
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en 8Qh = §£ \ Qhu
Schrijven wij nu (4.34) in de vorm van een matrixvergelijking:
~ I 7 I
1 uf0,01| | n"%gl0,0]
1 ul1,01] |n™2gl1,0]
1 ul2,01] |1 %gl2,0]
1 ul3,01] |n%[3,0]
I R I _| Jufh,01]  [n2glh,01
0 1 0 ul0,1]| |h™"gl0,1]
1 1-4 1 1 ul1,1] fL1,1]
1 1=k 1 1 ul2,1] fL2,1]
1 1=k 1 1 ul3,11 £[3,1]
0 1 0 ulh,11]= [n~2glh,1]
39w T T T o T T T T T T o T T T ul0,21| [n2el0,27]
1 -k 1 ! ul1,2] 1,21
1 1=k 1 1 ul2,2] rl2,2]
1 1-4 1 1 ul3,2] f[3,2]
] 0 1 O | ufk,21| |n™2glk,2]
D R T s R T e T
1 ul1,31  [n%el1,3]
1 ul2,31]  [n%el2,3]
1 ul3,31] |n%l3,31
i 1| Jufy,31] |0 7%elk,3

waarin de niet weergegeven matrixelementen alle 0 zijn.

Vooruitlopend op de notatie die in ALGOL 60 voor arrays wordt gebruikt,
schrijven we ulj,1] voor de waarde van de roosterfunctie in het punt
(Jhs1h). Het is echter nogal omslachtig om de ulj,1] met (jh,1h) e 39
mee te nemen in de matrixvergelijking, omdat deze reeds bekend zijn.

We schrijven (4.33) dan vaak liever in gereduceerde vorm
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Cu1 ol T [ut1,17] fr1,13]  [gf1,01 + gfo,17]
1 =41 ; 1 ul2,1]| [f[2,1] gr2,0]
(4.36) h—2 _('3_1_——1-#[—__1_ ll[_?),l]——-f[3,1] gl3,0] + gfh,1] .
1 Fe 1T 0 | [ufd,2T] 0,27 [ef1,37 ¥ gl0,2T]
1 :1 -4 1| |ul2,21] [eL2,2] gl2,3]
L o 1 =W |ul3,21] |fL3,2]] 803,31 + glk,2] |

|

Dit correspondeert met het opleggen van een beperking welke punten we de
lopende index Q in (4.32) laten doorlopen, en voor welke P we de verge-

lijking als vergelijking beschouwen. In (4.36) dus o i.p.v. Q-

We hopen dat aan dit voorbeeld duidelijk is geworden hoe de matrix A
behorende bij de differentieoperator Lh, en hoe de vectoren u en z eruit
zien. Merk op dat Z in zich zowel het rechterlid als de randvoorwaarden

van het oorspronkelijk randwaardeprobleem herbergt.

4.3.3. Enkele definities en notaties. Het symbool [|ﬁl| zal een niet nader

bepaalde vectornorm van E aangeven. Het meest zullen we gebruiken de

euclidische lengte

v \2
2
113”2 = 2w
1

en de maximumnorm

>
u = max u.|.
Iall, mex lu; |

Daarmee corresponderend voeren we twee matrixnormen in, nl.

Iall, = suw  lraull,
lall, =1

en

all.,

sup || Aull,
Iull,

respectievelijk de spectraal en de maximum matrixnorm. Een matrix A kan

men spiegelen om de hoofddiagonaal: het resultaat heet de getransponeerde

. T T
AT van A. Als A = AT, dan heet A symmetrﬂech, als AA™ = A"A, dan heet A
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normaal.

De matrixvergelijking
(4.37) AU =2z

is een bijzonder geval van een klassiek probleem uit de lineaire algebra.
Over lineaire stelsels algebraische vergelijkingen bestaat een uitgebreide
literatuur, en er bestaan allerlei methodes om deze op te lossen. Het

ligt voor de hand dat het oplossen van stelsel (4.37) het meest succes-
vol verloopt, wanneer we de speciale eigenschappen uitbuiten die de ma-

trix A in verband met zijn oorsprong, de differentieoperator Lh, heeft.

L.3.4. Enkele eigenschappen van de uit L. verkregen matrix A.
n

(i) L heeft een grote orde N, van enkele tientallen tot enige tienduizend-
tallen.

(ii) De verhouding tussen het aantal elementen dat van O verschilt tot het
totaal aantal elementen is zeer klein. Zo'n matrix heet een Zjle matrix.
Een element a(P,Q) (zie (L4.32)) verschilt namelijk slechts dan van 0, wan—-
neer de roosterpunten P en Q gekoppeld voorkomen in een differentie-uit-
drukking die een afgeleide of een randvoorwaarde representeert. In (L4.35)
zien we dat er hoogstens 5 elementen verschillend van O op een rij voor-
komen.

(iii) Een belangrijke eigenschap van A is dat de elementen die van 0 ver-
schillen vaak gemakkelijk te genereren zijn wanneer ze nodig zijn, zodat

ze geen geheugenruimte in de computer vereisen. Dit is zeker het geval wan-
neer de coéfficiénten van de elliptische partidle differentiaalvergelijking
eenvoudig zijn. De technieken om de elementen a(P,Q) te verkrijgen kunnen
dan in een procedure worden opgenomen. In paragraaf 4.7 zal deze residual
heten. Een dergelijke matrix heet een gegenerecerde matrix, in tegenstelling
tot een opgeslagen matrix.

(iv) Wanneer in het oorspronkelijke continue randwaardeprobleem de opere-
tor zelfgeadjungeerd is, dan is de matrix van het gereduceerde stelsel ver-
gelijkingen symmetrisch, d.w.z. A = AT, Merk echter op dat, hoewel (L4.36)
een symmetrische matrix heeft, de matrix in (4.35) niet symmetrisch is. Bij

problemen, waarbij het gebied Q niet zodanig is dat de rand ervan bestaat
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uit lijnstukken die roosterpunten verbinden, zullen we er in het algemeen
niet in slagen om een symmetrische matrix te krijgen.
(v) Vask is A een definitieve matrix. Dit maakt het oplossen aanmerkelijk
prettiger.
(vi) We herinneren eraan dat een permutatiematrix 1 een vierkante matrix
is, wearvan de elementen O of 1 zijn, met precies &én element 1 in elke
kolom en elke rij. Voor I geldt: = I, zodat ! =t

Schrijf nu A = (aij)' Dan heet A reduceerbaar als de verzameling ge-
hele getallen {1,2,...,N} de vereniging is van twee niet-lege verzamelingen
S en T zodanig dat aij = 0 voor alle i € S en alle j € T. D.w.z. A is re-

duceerbaar als er een permutatiematrix I bestaat zodanig dat
T
(4.38) MAT" = .

Als de matrix A reduceerbaar is, dan betekent dit dat een aantal N1 <N

componenten van de vector u in A=z eenduidig 1s bepaald door een N1-tal
>

componenten van de vector z. Dit kan optreden wanneer Qh uiteenvalt in twee

verzamelingen waarvan de punten op geen enkele wijze gekoppeld zijn. Maar

dan hebben we met twee randvoorwaardeproblemen te maken. We zullen daarom

altijd aannemen dat A niet reduceerbaar is.

(vii) Vaak is de resulterende matrix diagonaal dominant, d.w.z. dat

A = (a..) voldoet aan
1J

N

lagsl 2] |
J=1

ij|, i=1,...,N,

met strikte ongelijkheid voor minstens &én 1i.

4.3.5. Directe en iteratieve oplossingsmethoden. Methoden om de matrix-

vergelijking (L4.37) op te lossen, worden gewoonlijk onderscheiden in
directe en iteratieve oplossingsmethoden. Directe methoden, waartoe bij-
voorbeeld Gauss—eliminatie behoort, zijn die waarin het exacte antwoord
in een eindig aantal stappen gevonden wordt, als er geen afrondingsfou-
ter optraden. Dergelijke algoritmen zijn ingewikkeld en niet-herhalend.
Iteratieve methoden bestaan uit een herhaald toepassen van een eenvoudig
algoritme, maar bereiken, zelfs bij afwezigheid van afrondingsfouten,

de exacte oplossing slechts als limiet van een rij.
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In deze syllabus zullen we ons beperken tot iteratieve oplossingsme—
thoden. Voor directe zij verwezen naar Dekker [1968] en Dekker & Hoffmann
[1968]. Een reden om directe methoden niet te gebruiken bij het oplossen
van matrixvergelijkingen die afkomstig zijn van elliptische randwaardepro-
blemen is, dat het opslaan van de matrixelementen vaak niet zal lukken.
Zelfs als men de matrix A opslaat als een bandmatrix (zie Dekker [1968]),
dan nog heeft men voor een differentieprobleem ment een rooster van 20 -x20
punten zo'n 33600 woorden in de X-8 rekenmachine nodig, en dat is dan nog
een bescheiden rooster. Iteratieve methoden buiten de eigenschap uit dat
A gegenereerd kan worden, en dat A veel nullen bevat. Verder menen sommige
auteurs (bijv. Forsyth & Wasow [1960]) dat iteratieve methoden minder

last hebben van afrondigsfouten dan directe methoden.

L.4, Stationaire lineaire iteratieve methoden

L.4.1. Algemeen. In iedere iteratieve methode om het niet- singuliere stel-
sel(k4.37) op te lossen (met oplossing A~ z) wordt een rij uk gedefinieerd
in de hoop dat uk - A 1z als k > =, Tteratiemethoden van de eerste orde

hebben de vorm
> > >
(4.39) w = (4 z, 9 )

Als fk onafhankelijk is van k, dan is het iteratieproces stationair. Als
fk een lineaire functie is van 3#_1, dan heet het proces lineair. Een Ji-

neair stationair proces kan men schrijven in de vorm
> > >
(4%.%0) w = Hy .+ Mz, k= 1,2,3,...,

waarin 30 de beginapproximatie van het proces is. Als (4.40) convergeert,

dan is dit naar

3= (-0 M2

.. > -> >
Definieer vk = uk - u. Deze voldoen aan
(4.41) v = HV K=1,2,35.0.,

k k-1°
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zodat na k iteraties de fout $k gegeven wordt door

(4.42) v, = szo.

De bruikbaarheid van het iteratieproces hangt af van }inll, immers

k
(4.43) vl < e 19l

Het is duidelijk dat IIHkII < 1 moet zijn, wil de methode convergeren.
De gemiddelde convergentiesnelheid na k iteraties R(k) wordt gedefinieerd

door

k
(L.hL) R(k) = - 22K

L.4.2. Stelling. Voor grote waarden van k wordt de gemiddelde convergen-

tiesnelheid gegeven door

(k.45) R(k) ~ - (1- Eil ) 1n o(H) - BV * ép_1) in k

waarin v een constante is, o(H) de spectraalradius van H (d.w.z. het maxi-
mum van de absolute waarden van de eigenwaarden van H), en weaarin p de
grootste orde is van alle diagonale ondermatrices Jr van de Jordan-nor-

maalvorm J van H met o(Jr) = o(H).

Bewijs. Zie Van der Houwen [1968], p.31. 0O

T

Opmerking. Voor normale matrices H (d.w.z. HH™ = HTH) geldt p=v = 1,

zodat (4.L45) overgaat in
(L4.k6) R(k) = - 1n o(H).

L.4.3. Modelprobleem. Om verschillende methoden te vergelijken past men

deze meestal toe op de matrixvergelijking behorende bij het Dirichlet-
+

+ n "
We kiezen - A, om ervoor te zorgen dat de eigenwaarden positief zijn. Dit

probleem met verdwijnende randvoorwaarden voor - A = f met € =n = h.
probleem heet het modelprobleem, en wordt daarom gekozen, omdat een gede-

tailleerde analyse ervan mogelijk is. De eigenwaarden Gm o ven de ope-
k]
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+ ..
rator Ah z1Jjn

(b.47) Sm,n = 2(-2 + cos mh + cos nh)h'g

en de eigenfuncties

(4.48) e = sin mjh sin nlh
m,n

hetgeen door invullen is te bewijzen. Uit (L4.L7) volgt voor kleine h dat

. +
de eigenwaarde -Gm o Van —Ah voldoen aan
3

2<-§ _<e8n?._
m,n

2.

L.4.4. De methode van Jacobi. Schrijf de matrix A = (aij) in (L4.37) in

de vorm
(k.49) A=E+D+F,

waarin E de elementen onder de diagonaal bevat, en verder nullen, F de ele-
menten boven de diagonaal, en verder nullen, en D de diagonaalelementen

en verder nullen. Neem aan dat

(4.50) a.. #0

11

De methode van Jacobi, ook wel die der simultane verplaatsingen genaamd,

wordt nu gedefinieerd door

ofwel
%= D N (E+R)L . +D T2 =
Yk ' 2=
= (I - D'1A)Ek_1 +07 07 .

Dus is

H=T-D 4.

We merken op dat D_1 direct bepaald kan worden omdat D een diagonaalmatrix

is.
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L.4.5. Stelling. Als A een niet reduceerbare diagonaal dominante matrix is,

dan convergeert de methode van Jacobi.
Bewijs. Zie Forsythe & Wasow [1960], p.221. O

4.4.6. De methode van Jacobi voor het modelvoorbeeld. De gereduceerde

. + .
matrix corresponderende met —Ah is

- AN T
AN
:j L -1 N
Nt N
AN N N N N
A= -2 \ \\ N -1
N ~
-1 NN
AN N AN
AN -1 Ny -1
N
-1 -1 4

waaruit E, D en F onmiddelijk zijn af te lezen. Daar A symmetrisch is en de

hoofddiagonaalelementen allen gelijk zijn, is H =1 - D_1A ook symmetrisch.

Een eenvoudige berekening leert dat

(4.50) H = I-%A
en
h2
(L4.51) R(k) = -1n ||H|| = -1n o(H) ~ 5= voor kleine h.

4.4.7. Definitie. Het k° pesidu behorende bij de matrixvergelijking

AU = Z wordt gedefinieérd als

(4.52) T o= A 7,

. e . . > . . . >
waarin w de k= iterand is; r, 1s een maat die aangeeft in hoeverre u, aan

de vergelijking voldoet.

4.5 De methode van Richardson

L.5.1. Niet—stationaire methoden. We zullen een niet-stationair iteratief
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proces beschrijven om het stelsel vergelijkingen (L4.37) op te lossen. We
nemen daarbij aan dat A reéle eigenwaarden bezit en een normale matrix is
(d.w.z. HET = HTH). Beide zijn bijvoorbeeld het geval als A symmetrisch is.
We nemen verder voorlopig aan dat A positief definiet is, d.w.z. dat alle
eigenwaarden aj van A positief zijn. We nemen aan dat a < aj < b, voor
alle j.

Voor dergelijke matrices beschouwde Richardson [1910] het volgende

niet-stationaire proces

(1—ka)3k + W z =
Gk - wk(Aak -z) .

s,

Hierin stellen de w, nog nader te bepalen, zgn. relaratieparameters voor.

De fout v uk—u voldoet aan

k-1

->
(L.55) Vsl T jzo (1-wsA)vy = P (A)v s

waarin dus Pk(A} een polynoom van de graad k in A is. Uit (L4.55) volgt

(hs6) IVl < e )i, 1151,

Volgens stelling 4.4.2. geldt voor normale matrices dat o(A) = I all » zo-

dat we voor (L.56) ook mogen schrijven

(s I3l < oI, =
= m?x|P(aj)| IfVOHm

Het gaat er dus kennelijk om max]P a )l z0 klein mogelijk te krijgen, want
dan is ||v Il zo klein mogellgﬁ Omdat we de eigenwaarden uJ niet kennen, be-
tekend dit dat we IPk I klein moeten maken over het hele interval
a < a < b.

Richardson stelde in 1910 voor de k nulpunten w31 van het polynoom
Pk(a) =1 (1-mja) gelijkmatig over het interval te verdelen, en inderdaad
bereikte hij daarmee een effectief resultaat. Een veel verfijndere gedachte

is natuurlijk (Flanders & Shortley [1950], Young [19531) het polynoom Pk(a)
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met Pk(O) = 1 zodanig te kiezen, dat de waarde van |P

k(a)l over a < a £ D

zo klein mogelijk is.

12, ()

a=min|aj| b=g(A)

t l//'\\\‘ + —a
T~

fig. 4.7

4.5.2. Stelling. Het polynoom
T. (b+a-20
k()
T ,bt+a
k(b—a)

(5.58)  cy(a,ba) =

waarin Tk(y) het Chebyshev polynoom van graad k is, heeft van alle k°
graads polynomen in o die voldoen aan Pk(O) = 1 de kleinste maximumnorm

over het interval [a,b].

Bewijs. Volgt onmiddellijk uit de minimaxeigenschap van de Chebyshev poly-

nomen Tk(y), die door Markcv in 1886 bewezen is. [

4.5.3. Het eerste orde proces van Richardson. We definiéren Richardsons

methode m.b.t. de matrix A door de keuze

(4.59) P, (a) = C, (a,b,4) , a < min(as) , b= o(a) .
J
Vaak zullen we de eigenwaarden aj oplopend in grootte geordend denken, zo-

dat we dan ook hebben a, = min(aj) > a.

1
We moeten nu de relaxatieparameters bepalen. De nulpunten van Pk(u)

zijn

(4.60) a = w. J = 0s1yeneesk=1,
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en de nulpunten van Ck(a,b,a) worden gegeven door

(4.61) a= —;'(a+b) + -;—(a-b)cos %%1— T, 3= 031,e..sk=1 .

Gelijkstellen van de rechterleden van (4.60) en (4.61) levert dan de waar-
den van mj.
In overeenstemming met L.4.1. definiéren we de gemiddelde convergen-

tiesnelheid na k iteraties als

1| 2, ()]

©

(4.62) P(k) = - ” .

Omdat Pk(A) normaal is, hebben we

Il Pk(A)”°° = U(Pk(A)) ~ max [Pk(a)l .
a<o<b

Uit de definitie van de Chebyshev polynomen volgt dat
bta a
(4.63) Tk(b-a) =~ cosh(2kv b)
voor a << b en k >> 1 (zie Forsythe & Wasow [1960], p.228 e.v.),zodat
(4.64) max [P (a)| = [cosn(2x/ 2)17]
a<o<b

Hieruit volgt

1 a a ln 2
(4.65) R(k) ~ x 1n [cosh(2k v g)] ~ 2/ P

k

voor k >> 1 en a << b.

L.5.4. Toepassing op het modelvoorbeeld. Om de zojuist besproken methode

te vergelijken met die van Jacobi (zie vorige paragragf), passen we deze

toe op het modelvoorbeeld. Daar is a, = 2 en o(A) o 8h—2, zodat (L4.65)

1
overgaat in

ln 2

(L.66) R(k) «h - s

hetgeen aanmerkelijk sneller is dan h2/2 (vel. (4.51)).
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4.5.5. Nadelen van het eerste orde proces van Richardson. Een groot nadeel

is dat men van te voren de graad van het toe te passen polynoom Ck(a,b,a)
moet geven, en dit niet kan laten afhangen van de resultaten tijdens het
rekenproces. Een verstandige tactiek is vaak het aantal iteratieslagen te
laten bepalen door de opgegeven nauwkeurigheid. Dit is hier dus niet moge-
lijk. Bovendien blijkt dat de eerste orde methode van Richardson instabiel
is voor grote waarden van k en b/a. Dit zullen we niet bewijzen, maar aan-
nemelijk maken m.b.v. figuur 4.8. Het toepassen van het polynoom Ck(a,b,A)
> . . . .
op vO komt in feite neer op het k maal toepassen van een lineaire operator

(1-wA). In de figuur wordt duidelijk wat er gebeurt als w-1 links van het

f1-wa

fig. 4.8

midden van [a,b]l ligt: als we Y. ontbinden naar de eigenvectoren, i.e.

0

> >
(4.67) Vo = § cjej s

dan betekent toepassen van (1-wA) dat die componenten van v langs eigen-

0
vectoren behorende bij grote eigewaarden met een factor groter dan 1 wor-
den vermenigvuldigd. Men kan dan ook gemakkelijk begrijpen dat de instabi-
litiet sterk afhangt van de keuze van de volgorde van de relaxatieparame-

ters w..
J

L4.5.6. Tweede orde Richardson proces. Als men voldoende geheugenruimte

heeft, kan men deze nadelen opheffen door het tweede orde proces van

Richardson te gebruiken. Beschouw het tweede orde proces

>

(5.68) L, = (B0 AVh + (1-8)8, | +wZ , K= 1,2,000,

. > > . . . .. >
waarin nu u, en u, beginapproximaties zijn. De fout Vi voldoet aan
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(4.69) $k+1 = (Bk—ka)?r*k + (1-sk)3£_1, k= 1,2,....

Verder nemen we aan dat BO = 1, zodat

> >
(k.70) v, = (T—mOA)VO .

Merk op dat keuze Bk = 1 voor alle k, leidt tot formule (L.55),
We hebben weer

> ->
Ve = Pk(A)vO . k = 1,2,... .

Substitueer dit in (4.69), dan moeten de polynomen kennelijk voldoen aan de

recurrente betrekking

(k.71) Pk+1(u) = (Bk-wk)Pk(a) + (1_Bk)Pk-1(a)

Aan de andere kant kunnen we uit de welbekende recurrente betrekking voor

Chebyshev polynomen

v
—_

T ) = 297, (v) -7, _,(¥) k

de volgende formule voor Ck(a,b,a) afleiden:

b\ k(Yo
(k.72) C, .,(ab,a) = (2y.——*) C, (a,b,a) +
k+1 0 b-a Tk+1(yo) k
T (y,) =T, ,.(y.)
kY0 k+1'70
-2y C. ,(asbya) ,
0 Tk+1(y0) k-1

waarin Vo = (b+a)/(b-a) en k > 1. Als we nu voor k > 1 definiéren

(4.73) Ty (v5) y T(vg)
.73 B, =2y =0 _ w, =4
k 0 Typq(3g) kK~ v-a T (y,)

dan zijn de relaties (L4.71) en (L4.72) identiek. Als we aanvullend defini&-

ren
= = 2
(’4-7)4) BO =1, wO = b+a
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dan verkrijgen we polynomen P, (a), die identiek zijn met de polynomen

Ck(a,b,a) voor elke k. Door akS min(aj) te nemen, en b = o(A), verkrijgen
we de tweede orde methode van Richardson.

Het verschil tussen de eerste en de tweede orde methode is slechts
het volgende. Stel dat we n iteratieslagen willen uitvoeren. Dan is, als
we afzien van afzonderingsfouten, na n iteraties in beide methoden precies
hetzelfde resultaat bereikt. Maar voor iedere k, 1 < k < n, hebben we bij
het tweede orde proces ook een Chebyshev polynoom toegepast, van graad Kk,
zodat de tussenresultaten ook zinvol zijn, in tegenstelling tot het eerste
orde proces, dat zinloze tussenresultaten oplevert. We hoeven ons dus ook
niet van te voren op een bepaald aantal slagen vast te leggen bij het twee-

de orde proces.

4.5.7. De procedure "richardson". De methode in deze paragraaf uiteengezet

is geheel vervat in de procedure "richardson", die in paragraaf L4.T beschre-

ven wordt.

4.5.8. Boven- en ondergrens voor de eigenwaarden. Bij de methode van

Richardson kunnen we de kennis van een boven- en ondergrens voor de eigen-
waarden niet ontberen. In de volgende paragraaf zal blijken dat we a niet
zodanig hoeven te kiezen dat alle aj > a, zodat hier enig soelaas optreedt.
Eer. bovengrens voor de eigenwaarden is te vinden m.b.v. de volgende stel-

ling.

4.5.9. Stelling (Gerschgorin). De eigenwaarden van A = (aij) (evt. complex-—

waardig) liggen in de vereniging van de cirkels

la..l N i=1,...,n , 2z € C .

(4.75) |z-a;; ] < i3

oo

Cae G
—-

Bewijs. Zie bijv. Varga [1962]. O

Gevolg (belangrijk voor ons omdat we met reéle eigenwaarden te maken heb-
ben): Laat & ax de eigenwaarde zijn van A met grootste absolute waarde.

Dan geldt

(4.76) la

max! < m?x ZIa..I s

1
j dJ
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en

(L.77) lamax| < max Z|a
j i

g1 .

ij

4.6. Versnelling van de methode van Richardson

4.6.1. Beschrijving. Van de methode van Richardson wordt een variant be-
handeld, die een grotere convergentiesnelheid heeft. In essentie komt deze
methode erop neer, dat het polynoom Ck(a,b,a) nu zo gekozen wordt dat niet

a < min(uj), maar a > min(aj). Toepassing van Ck(a,b,A) op een begin-

T —_ Ck(a,b,a) cee Ep(a1,a)

1
FTTTN 4
. . ’
’ . /
, \ /
’ N\ /
’ \ /
> LN\ /‘\ N SN\ r*\ —
PR 2~ T \/ ~~—~ N + 5 o
1 \\ , \ ’
\ . ’
N s \\ e
See fig. 4.9 ~ P

approximatie met fout 30 = Z cjgj heeft dan het volgende effect:
J

ck(

a,b,A)V Z (asb,a.)c.e. s
3 4733

waarin de factor waarmee 31 wordt vermenigvuldigd aanmerkelijk groter is
dan die waarmee de iverige gs worden vermenigvuldigd. De component van ;O
in de richting van e, springt er dus uit. Door daarna een tweede polynoom
EP(A) toe te passen dat precies door a1 gaat, wordt deze component ver-
nietigd. Het toepassen van Ck(a,b,A) noemen we de reductiefase, het toepas-
sen van E_ de eliminatiefase van het proces.

We behandelen, zeer in het kort, de volgende vier vragen.
(i)  Vind een formule, zodanig dat @, tijdens het proces wordt bepaald.
(ii) Vind polynomen EP(A) die elimineéren.
(iii) Wat is de convergentiesnelheid van deze versnelde methode ?

(iv) Bepaal de graad p van Ep(A).

4.6.2. De procedure "elimination". Deze variant van de methode van Richard-
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son wordt ged&ffectueerd door eerst de procedure "richardson" toe te passen
met een geschatte a > a,, en daarna de procedure "elimination", die in de

volgende paragraaf wordt beschreven.

4.6.3. Bepaling van de kleinste eigenwaarde. Er geldt

> _—>+—> _-) ('b )
uk+1 =u vk+1 =u k+1 a A v
en
Ek =3+ $k =+ ck(a,b,A)3o .
Aftrekken levert
- ->
W Ty T k+1(a,b A) - C (asb, A)]v .

Als nu oy < a is, en a < aj < b voor j = 2, dan geldt voor voldoend grote k

R

constlC, .. (a,b,A) - ck(a,b,A)]'é1 =

(4.78) W - U

k+1

>
const[Ck+1(a,b,a1) - Ck(a,b,a1)]e1 .

Definieer nu het quotiént

(4.79) Uy = }}Eii%_%ifg_H
-1

dat tijdens het rekenproces gemakkelijk te bepalen is. Uit (4.78) volgt dat
|Ck+1(a, saq) - € (a,b5a,) |

Qg .
k+1 ]ck(a, sa,) - C_;(a,psa,) |

(4.80)
]

Door nu de eigenschappen van de uit de Chebyshev polynomen afgeleide poly-
nomen Ck(a,b,a1) uit te buiten, kan men een formule voor oy vinden van de

vorm
(4.81) a, = a1(qk+1,a,b)
hetgeen tijdens het proces te berekenen is. Voor precieze details zij ver-

wezen naar Van der Houwen [1967]. In de procedure "elinination" is deze be-

paling van de kleinste eigenwaarde opgenomen.
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L.6.k. Stelling. De keuze van het polynoom E . Schrijven we het polynoom

dat de eigenvector behorende bij oy moet elimineren, als E (GT’A) dan moet

Ep voldoen aan

(4.82) Ep(a1,0) =

I
-
-

Ep(aT’QT) =0

Het polynoom

*
Ep(u1,a) Cp(a1,b,a)

met

x 20, + b(cos(m/(2p))-1)
17 cos(m/(2p))+1

a

voldoet aan de eis (4.82). Bovendien is dit polynoom onder de polynqmen die
aan (L4.82) voldoen het polynoom dat de kleinste maximumnorm heeft over

t 3
[a1,b}.

Bewijs. Zie Van der Houwen [19671, p.9 e.v.. 0

4.6.5. De convergentiesnelheid. Het totaal toegepaste polynoom na k itera-

ties in de reductiefase en P in de eliminatiefase is C (a1,b A)C (a,b LA),

zodat de gemiddelde convergentiesnelheid na k+p 1terat1es gegeven wordt door

R(k+p)

- E(ln I ¢, (asb,a) || +1n || Cp(aT,b,A)”m) =
(L.83)

- m(ln G(Ck(a,b,A)) + 1n c(Ck(a:,b,A)))

Met gebruikmeking van (L4.65) is dit voor grote k, normale A en a << b gelijk
aan
a *
2p/g + 1n (C;f” sbsA))+ 1n 2
k+p

(4.84) R(k+p) o 2/% -

Winst t.o.v. de gewone methode van Richardson: voor k > » is de convergen-

tiesnelheid /(a/A1) maal zo groot.

4.6.6. De graad p van C b,A). We willen de uitdrukking (4.84), als func-
1
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tie van p, bij gegeven k, zo groot mogelijk maken. Hieruit volgt dan een

vergelijking voor p, die wij hier niet zullen reproduceren. De grootte van
in (Cp(a:,b,A)) is dan eenvoudig te bepalen. Men zij verwezen naar Van der
Houwen [19681, p.102. In de procedure "elimination" wordt de graad automa-

ties volgens het in de referentie gegeven procédé bepaald.

4.7. De procedures "richardson" en "elimination"

We geven nu een beschrijving van de ALGOL 60 procedure "richard-
son" en "elimination", die in de losbladige reeks van het Mathematisch Cen
trum onder de nummers LR 3.3.10 resp. LR 3.3.11 zijn opgenomen. Beide gaan
uit van een matrixvergelijking

> >
Au = z

waarin A een matrix met positieve eigenwaarden is. Bij het gebruik van
"richardson" moet het interval [a,b] waarover reductie plaatsvindt door de
gebruiker gegeven worden. Voor b moet een bovengrens voor de eigenwaarden
van A gekozen worden; hoe scherper deze bovengrens, hoe beter. Als men voor
a een getal kleiner dan de kleinste eigenwaarde kiest, dan wordt reductie
op alle eigenvectoren van A uitgeoefend; kiest men a groter dan de kleinste
eigenwaarde, dan zal deze, of een gemiddelde van een aantal van de kleinste
eigenwaarden, domineren. De waarde hiervan komt in domeigval terecht. Toe-
passing van de procedure "elimination" doet in het geval dat domeigval ge-
1lijk is aan een eigenwaarde, de component van de fout langs de eigenvector

behorende bij deze eigenwaarde sterk verminderen.

4.7.1. De procedure richardson. Declaratie en betekenis van de parameters

worden hier gegeven. De tekst van de body vindt men bij het uitgewerkte

voorbeeld in de volgende paragraaf.

Declaratie:

procedure richardson (us1lj,ujs,1l,inap,residual,a,b,n,discr,k,rateconv,

domeigval,output);

value 1j,uj,ll,ul,a,b;
integer 1j,uj,1l,ul,n,k;

real a,b,rateconv,domeigval;



array u,discr;

boolean inap;

procedure residual,output;
Parameters:
u ¢ <array identifier>;

in het tweedimensionale array ullj:uj,11:ull staat na
iedere iteratieslag de door de procedure berekende be-
naderde oplossing van AU = ;; de gebruiker kan in u een

beginapproximatie opgeven bij de aanroep van richardson.

lh,uj,11,ul :  <expression>;

onder- en bovengrenzen van het array u.

inap ¢ <boolean>;
als de gebruiker van een beginapproximatie, te geven in
het array u, wil uitgaan, dan moet inap:= true gekozen
worden; bij de keuze inap:= false wordt door de proce-
dure als beginapproximatie een vector met alle compo-

nenten 1 aangehouden.

residual ¢ <procedure identifier>;
deze procedure moet door de gebruiker gedeclareerd worden:
procedure residual (u); array u;
<body>;
de gebruiker moet ervoor zorgen dat bij aanroep residual
het meegegeven array u verandert in Au-z en in u substi-
tueert; wanneer het matrixprobleem afkomstig is van een
elliptische differentiaalvergelijking, is het handig om
bij het schrijven van de body van residual van de mole-

cuulnotatie (paragraaf 4.2) uit te gaan.
a,b :  <expression>;
in a en b moet de gebruiker onder- en bovengrens van het

reductie-interval aangeven; er moet gelden a > 0.

n :  <expression>;
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discr

rateconv

domeigval

output

n geeft het aantal iteratieslagen aan, dat richardson
zal uitvoeren; n kan via een "Jensen

re parameters worden gekoppeld.

<array identifier>; array discr [1:2] ;

in dit array levert richardson na iedere iteratieslag
de volgende waarden af:

in discr[1] !|AE—;||2, waarin || ‘Iz euclidische norm;

in discrf2] I|Aa-;|Ln, waarin || an maximumnorm.

<variable>;
k telt de iteratieslagen die de procedure richardson
uitvoert, en kan o.a. voor output als Jensen-parameter

dienen.

<variable>;

na iedere iteratie staat hierin de convergentiesnelheid.

<variable>;
na iedere iteratie wordt door de procedure aan domeig-
val de waarde van de dominante eigenwaarde, voorzover

aanvezig, afgeleverd volgens formules (4.80) en (4.81)

<procedure identifier>;
deze procedure moet door de gebruiker zelf gedeclareerd
worden als volgt:

procedure output(k); value k; integer k;

<body>3

via deze procedure kan men beschikken over de volgende

grootheden:

voor 0 £ k £ n: in array u; ||A3k-;l‘2’m in resp. discr
[1] en discr [2]

. ->
voor O < k < n: bovendien rateconv en domeigval m.b.t. u

Gebruikte procedures: geen.

4.7.2. De procedure "elimination".
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Declaratie:

procedure elimination (u,lj,ul,ll,ul,residal,a,b,n,discr,k,rateconv,

value

integer

real

array

domeigval, output);
1j,uj,11l,ul,a,b;
1jsuj,11,ul,n,k;
a,b,rateconv,domeigval;

u,discr;

procedure residual,output;

Parameters:

:<array identifier>;

in het tweedimensionale array ullj:uj,1l:ull staat na iedere
iteratieslag de door de procedure berekende benaderde oplossing
van AE=;; de gebruiker moet bij de aanroep van elimination in

u een beginapproximatie geven.

1j,uj,11,ul : <expression>;

residual

a,b

diser

rateconv

onder- en bovengrenzen van het array u;

<procedure identifier>;

.

als bij richardson.

<expression>;
b wordt gekozen als bij richardson; de keuze van a doet er

niet toe.
<variable>;

in n levert elimination de graad van het eliminatiepolynoom af.

<array identifier>;

als bij richardson
<variable>;
k telt het aantal iteratieslagen die eliminatijon uitvoert, en

kan o.a. voor output als Jensen-parameter dienen.

¢ <variable>;
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als bij richardson.

domeigval : <variable>;
biJ aanroep van elimination moet de gebruiker ervoor zorgen
dat domeigval de waarde van de te elimineren eigenwaarde heeft;

verder als bij richardson.

output : <procedure identifier>;

als bij richardson.

Gebruikte procedures: zeroin (zie Dekker & Hoffmann [1968]) en richardson.

L4.7.3. Het benodigde aantal iteraties. In het algemeen is het niet mogelijk

een a priori schatting te geven van het aantal iteraties dat richardson no-
dig heeft om de oplossing of de dominante eigenwaarde met een bepaalde, ge-
wenste nauwkeurigheid te berekenen. De procedure "richardson" is echter zo
geprogrammeerd, dat het mogelijk is het aantal uit te voeren iteraties te
laten afhangen van grootheden die bij iedere iteratieslag toch al door "ri-
chardson" worden bepaald, met name van
(i) de bij iedere iteratieslag berekende gemiddelde convergentiesnelheid
(rateconv);
(ii) de norm van het bij de iteratieslag berekende residu (discr[1] en
discrl2]);
(iii) de grootte van het verschil tussen de bij twee opeenvolgende iteraties
berekende dominante eigenwaarden (met iets meer moeite).

Van elk van de genoemde mogelijkheden geven we een voorbeeld.
(i) Als men wil dat het iteratieproces afgebroken wordt als de convergentie-
snelheid kleiner wordt dan .01, en dat er in ieder geval niet meer dan 50

slagen worden gedaan, dan moet men voor de parameter n de uitdrukking
if rateconv <.01 then k else 50
substitueren.
(ii) Als men het iteratieproces wil laten afbrfeken als de discrepantie vol-

doende klein geworden is, dan moet men bijv. voor n substitueren

if discr[1] < 10-3 then k else 60.
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(iii) Dit geval moet men iets anders realiseren, omdat de procedure "richard-
son" slechts beschikking heeft over de laatst berekende waarde van domeigval

en niet over de voorgaande. Door echter bijvoorbeeld twee variabelen d1 en

d2 globaal te declareren en de procedure output als volgt te laten beginnen,

kan men n laten afhangen van een voldoend nauvkeurig bepaalde domeigval:

procedure output (x); value k; integer k;

begin if k = O then di:= d2:= 1 else
begin d2:= d1; d1:= domeigval;
n:= if abs ((d1-d2)/d2) < 104(-q) then k else 100
end;
<vervolg body>

end output;

L.8. Uitgewerkt voorbeeld

4.8.1. Beschrijving van werkwijze. We bekijken in een vierkant met zijde w

een Dirichletprobleem voor de vergelijking van Poisson, nl.

2 2
()‘*-85) -( a_g' + _3__[2_1 ) = F(X,y), O<x<1r’ O<y<1r’
9x Ay

x=0,m; O<y<m,
(4.86) U(x,y) = G(x,y)

y=0,m; O<x<m,

waarin G(x,y) een functie is die op de rand van het vierkant gegeven is.
We leggen een vierkant rooster over het vierkant met roosterafstanden
g=n=h=1/N, en kiezen als discretisatie van de operator van Laplace A de

vijfpunts + formule (L4.27)

o 1 o
+ -2
A =h 1=k 1.,
o 1 0

Het bij (L4.85) en (4.86) behorende gediscretiseerde probleem kan geschreven

worden als
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(4.87) 'A; ulj,11= £[j,1], J31=0,...,N-1 ,
ulj,o0] = glj,0], J=04...,N,
ul0,1] = g[0,11, 1=0,...,N,

(4.88) 75,01 = gf3.N1, 520, .. .,N,
ulN,1] = g[N,1], 1=0,...,N.

Hier is, zoals in paragraaf 4.2 is afgesproken, ulj,1] = U(jh,1n), f[j,11=

= F(jh,1h), glj,1] = G(jh,1h). Voor het gemak houden we de niet-gereduceer-
de vorm (zie paragraaf 4.3) voor het gediscretiseerde probleem aan. Verme-

nigvuldigen we (4.87) met h2, dan ziet de uitdrukking Aﬁ-;, die we in de

procedure "residual" moeten programmeren, er uit als

0o -1 0
(4.89) -1 4 -1 ulj,1] - h2f[j,l]
o -1 0

in de roosterpunten die in het inwendige van het vierkant liggen, en

ulj,0l - glj,o0l ,
uf0,1] - glo0,11 ,
ulj,N] - g[j,N] ,
uli,1] - glN,1]

(4.90)

in de roosterpunten op de rand. Wanneer we nu voor EO een beginapproximatie
kiezen die aan de randvoorwaarden g voldoet, zien we dat het residu Au-z
voor die componenten van U die corresponderen met een ulj,l] op de rand
steeds de waarde 0 oplevert. In de procedure "residual" die in de nog te vol-
gen programmatekst is opgenomen, is een en ander van bovenstaande beschou-

wingen in ALGOL 60 omgezet.

4.8.2. De keuze van F en G. We zullen twee gevallen numeriek behandelen, nl.

het homogene Dirichletprobleem, waarvoor

0 in het inwendige van het vierkant, en

F(X,y)
(4.91) 6(x,y)

"

0 op de rand,
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met bijbehorende analytische oplossing U(x,y) = O,en

F(x,y) = —2(x2+y2)
G(x,0) =0 , O<x<m ,
()4.92) G(O,y) =0, O<y<m ,
G(x,m) = n°xe . 0<xX<T
2.2
Glm,y) = 759 , o<y<m ,

met analytische oplossing U(x,y) = x2y2. In het nog te volgen programma
wordt het rechterlid F geintroduceerd door de procedure "f", de randvoor-

waarden door gebruik van "analsol".

4.8.3. De keuze van de overige parameters. Voor ons voorbeeld kozen we een

betrekkelijk klein aantal roosterpunten, nl. 10 x 10 inwendige roosterpunten,

corresponderend met N = 11, d.w.z. 1j =11 = 0, uj = ul = 11. De eigenwaar-
+

h 2 + 2 2
ste is 2. De eigenwaarden van -h Ah liggen dus tussen 2h“ en 8-2h“. Een een-

den van de operator -A, kennen we reeds; de grootste is 8h_2 -2, de klein-

voudige berekening m.b.v. (4.47) laat zien dat de op &&n na kleinste eigen-

waarde ongeveer gelijk is aan h.9h2.

4.8.4. Numerieke resultaten. We geven een overzicht van een aantal resulta-

ten, verkregen voor verschillende waarden van a, met en zonder "elimination".
In onderstaande tabel staat in de eerste kolom een programmanummer, en in

de tweede de, in dit geval bekende, analytische oplossing. Een sterretje (x)
bij het getal in de kolom n (aantal slagen "richardson") betekent dat het
aantal iteraties automatisch is bepaald afhankelijk van het aantal in kolom q
genoemde cijfers dat de waarde van domeigval in twee opeenvolgende itera-
ties niet mocht veranderen. De wijze waarop dit programmatechnisch is gedf-
fectueerd, is beschreven aan het eind van de vorige paragraaf. In de kolom

P staat het aantal uitgevoerde eliminatieslagen; nn=n+p, een maat voor de
hoeveelheid werk. R*(nn) is de numeriek verkregen convergentiesnelheid, ter-
wijl R(nn) de theoretische convergentiesnelheid is, berekend m.b.v. formule
(4.84), waarbij voor het laatste gebruik gemaakt is van een tabel in Van der
Houwen [1968] p.104/105. R(») is de asymptotische convergentiesnelheid. In

de laatste kolom staat de maximumnorm van het verschil tussen de berekende
oplossing u:n en de analytische oplossing in de roosterpunten. Deze extreem

kleine getallen hangen samen met het feit, dat in dit speciale voorbeeld
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de oplossingen van de differentiaal- en de differentievergelijking gelijk

zijn (zie verder vraagstuk L4.9.1).

anil. a n p mn g R*(m) R(nn) R(=) I|3nn-Ullw
opl.

403 o 2n° 50 0 50 - .28 .27 .29 .29,.-5

bobh o0 Wn® Wy T 51 - .3b .3h b1 .2210'6

405 x%° 2n° 50 0 50 - .29 .28 .29 niet berekend
406 x°y° 4n® 44 T 51 - .36 .3L .41 niet berekend
ho7 x%y° b.on? Mk 6 S0 - M1 .39 b5 .2k -6

508 x%° Wn? b5t 7 52 L .3k 3L .M .38,-5

ko9 x2y2 4.9n° 35* 6 L1 L ko .38 .b5 '”10'1*

410 x5y° h.oon® 32" 6 38 3 .37 .38 b5 .27,-3

b1 x%y2 hoon® 37" 6 43 5 M1 .38 b5 .35 -5

Tabel L.1. Overzicht van numerieke resultaten

4.8.5. Het ALGOL 60 programma. Hieronder volgt de volledige tekst en out-

put van het programma dat wij hebben gebruikt om bovenstaande resultaten

te verkrijgen, zoals dit door de regeldrukker van de EL-X8 is afgedrukt.

De procedures "richardson" en "elimination" vindt men op de regels 3 t/m

124. De procedure "residual" die wij als gebruiker van "richardson" en
"elimination" zelf moesten schrijven, staat op de regels 126 t/m 142 afge-
drukt. Op de regels 155 t/m 174 treft men twee procedures output aan, waar-
van de tweede de afhankelijkheid van het aantal iteratieslagen van de be-
reikte nauwkeurigheid in de bepaling van de dominante eigenwaarde realiseert.
De overige procedures zijn voor de lezer niet van belang, omdat ze maar

een van de vele mogelijkheden vormen om een volledig ALGOL programma te

realiseren.
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BEGLN COMMENI A DIRICHLET PROBLEM FOR LAPLACE S EQUATION}

BBQCEQURE RICHARDSON(U,LJ,UJ,LL,UL, INAP,RESIDUAL,A,B,N,DISCR,K,
RATECONV,DOME I GVAL ,OUTPUT); YALWE LJ,UJ,LL.UL,A,B} ‘ .
INTEGER N,K,LU,UJ,LL,ULs BEAL A,B,RATECONV,DOMEIGVAL} BQQLEAN INAP;
4BRBAY U,DISCR) PROCEDYRE RESIDUAL,OUTPUT]

BEGLN INTEGER J,L; BEAL X,¥,2,Y0,C,D,ALFA,OMEGA,OMEGAD,
EIGMAX,EIGEUCL,EUCLRES,MAXRES,RCMAX,RCEUCL , MAXRESD, EUCLRESQ}
ABBAY V,RES[LJIUY,LLsUL)S
BBOCEDURE CALPAR;

COMMENT CALPAR CALCULATES THE PARAMETERS ALFA AND OMEGA
OF EACH ITERATION} )
BEGLN ALFAI® 2/(Z ~ ALFA)}
OMEGAl® 1/(X = OMEGA o Y)
ENQ CALPAR}
BBQCEDURE ITERATION}
COMMENT FIRST THE ITERATION PORMULA IS CONSTRUCTED;
BEGIN REAL AUXV,AUXU,AUXRES,EUCLUV,MAXUV}
EUCLUVi® EUCLRESI® MAXUVim MAXRES!s 0)
EQR vim LJ STEP 1 UNIIL UJ RQ
EQR L:i= LL STEP 1 UNTIL UL RQ RES(V,L):s V(J,L)}
RESIDUAL(RES)} . .
EQR Ji= LY STEP 1 UNTIL uv RQ
EQB L:= LL STEP 1 UNTIL UL DQ
BEGIN AUXV:iz U[lJ,L)) AUXUla V([J,L); AUXRESt=s RES({J,L}}
AUXV:im ALFA & AUXU -~ OMEGA & AUXRES ¢ (1 = ALFA) o AUXV}
VIiJ,L)tm Auxv; UlJ,L)t=z AUXUS
COMMENT THE NORMS OF THE KeTH RESIDUAL AND THE DIFFERENCE
BETWEEN THE (K+1)=TH AND K=TH ITERAND ARE CALCULATED;
AUXUSte ABS(AUXU = AUXV)} AUXRES!s ABS(AUXRES)} .
MAXUVIa JE MAXUV < AUXU IHEN AUXU ELSE MAXUV}
MAXRES:= LE MAXRES < AUXRES THEN AUXRES ELSE MAXRES)
EUCLUVtIa EUCLUV « AUXU @ AUXU;
EUCLRES!3z EUCLRES # AUXRES ® AUXRES}

ENQI

EUCLUVIR SQRT(EUCLUV)} EUCLRES!s SORT(EUCLRES)}

DISCR([1):® EUCLRES; D!SCR[2]1= MAXRES;

COMMENT DOMEIGVAL IS EVALUATED}

MAXUVIE MAXRES/MAXUV; EUCLUVi= EUCLRES/EUCLUV}

EIGMAX1a MAXUV & (C = MAXUV)/(.,25 » D = MAXUV);

EIGEUCLI= EUCLUV & (C = EUCLUV)/(,25 & D = EUCLUY))

DOME IGVAL:!= ,5 & (EIGMAX + EIGEUCL)}

COMMENT FINALLY THE RATE CF CONVERGENCE 18 CALCULATED;
RCEUCLt® =LN(EUCLRES/EUCLRESOD)/K}
RCMAX iz =LN(MAXRES/MAXRESO)/K}
RATECONV:s ,5 & (RCEUCL + RCMAX)
END ITERATION}
COMMENT THE CONSTANTS FOR STARTING CALPAR ARE CALCULATED;
ALFAtm 23 OMEGA:= 4/(B + A)} Y0is (B & A)/(B = A)}

12 ,5 8 (B s A)j Yiz (B = A) o (B = A)/163 Z:3 4 & V0 & Y0}
COMMENT THE CONSTANTS NEEDED FOR DOMEIGVAL ARE CALCULATED)
Ciz A # B} Ci® SQRT(C); Dias SQRT(A) ¢ SQRT(B)} Dt= D e Dj
COMMENT THE INITIAL APPROXIMATION I8 PUT INTO ARRAY Uj
LE =INAP THEN
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109
110
111
112
113
114
115
116

BEGLN EQB Jta LJ SIER 1 UNTIL UJ DO
EQB L:ie LL STEP 4 UNTIL UL RO U(J,L)tm 3
END}
COMMENT THE ZEROTH ITERATION |S NOW PERFORMED}
Kiz 03
EQR Ji= Ly SIER 1 UNTIL UJ DQ
EQR Li= LL STEP 1 UNTIL UL BQ RES(Y, Llin utJ,Lls
RESIDUAL(RES)}
OMEGAQi= 2/(B+A);
BEGIN REAL AUXRESO)
MAXRESQ!= EUCLRESO:s 03
EQR Ji= Ly STEE 1 UNTIL uv QO
EQR Li= LL STEP 1 UNTIL uL QQ
BEGLN AUXRESO:= RES(J,L]}
Vi{JyL)i® UlJ,L] - OMEGAD ® AUXRESQ}
AUXRESO!= ABS(AUXRESOD)} .
MAXRESOls |F MAXRESO < AUXRESQ IHEN AUXRESO ELEL MAXRESO;
EUCLRESOs® EUCLRESO + AUXRESQO & AUXRESO
[11°F}
EUCLRESO!®m SQRT(EUCLRESO)
END}
DISCR{1)t® EUCLRESO} DISCR[Z)II MAXRESO}
OUTPUT(K)}
lE K 2 N THEN QQIQ FINALLY;
NEXT STEP!
Kiz K &+ 1} CALPAR) ITERATION} OUTPUT(K)}
LE K « N IHEN GOID NEXT STEP;
FINALLY!
ENQ RICHARDSON;

EBQCEQUBE ELIMINATION(U,LY,UJ,LL,UL,RESIDUAL,A,8,N,DISCR,K,RATECONY,
DOME | GVAL,OUTPUT); YALYE LJ,UV,LL,UL,A,B) INTEGER LV,UJ,LL,UL,N,K}
BEAL A,B,RATECONV,DOME |GVAL} engax U, o|scu;
gag;:guag RESIDUAL,OUTPUT}
BEGIN REAL P1,AUxCO0S,C,0; .
BREAL PROCEQURE ARCCOS(X); VALWE X; BEAL X3
ARCCOS:= LF X 2 0 IHEN ARCTAN(SQRT(1-x#X)/X) ELSE
Pl & ARCTAN(SQRT(1=X#X)/X)}
BEAL PROCEQUBE TANH(Z); VALVE 23 BE&L 23
BEGIN REAL VU,V) Utw EXP(Z); Vim EXP(=2)}
TANHIZ (U «V) / (U & V)
ENQ TANHj
BEAL PROCEDRWRE OPT’OL(X’I YELWE X3 BEAL x)
BEGLIN REAL W,Y;
Lt Wiz (B # COS(,5#P!/x) + DOMEIGVAL) / (B = DOMEIGVAL)}
LlE ABS(W) < 1 IHEN
BEGIN Yi= ARCCOS(W)}
OPTPOL:® 2 & SQRT(A/B) + SIN(XSY) / COS(XxeY) @
(Y = BePiaSIN(,5eP1/X)8,5 / (X ® (B=DOMEIGVAL) & SORT(i-vwey)))
END ELSE
BEG!N LE ABS(W) > 1 THEN
BEGLN Yis LN(W + SQRT(wewei));
OPTPOL1® 2 & SQRT(A/B) = TANH(X8Y) @ (Y o BePIsBIN(,5ePI/X)e
.5/(X®(B=DOMEIGVAL)#SORT(Wewe1)))
ENQ ELSE
BEGLN X1m X + o=2) GOIQ L ENQ
END)
ENQ OoPTPOL)
Pits 4 & ARCTAN(1)}
Cis 13
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117 LE OPTPOL(C) < 0 TIHEN

118 BEGIN D:i® ,5 & PI & SQRT(B/DOMEIGVAL)}

119 M: Die D + D3

120 LE ZEROIN(C,D,0PTPOL(C),Coi=3) IHEN Ntw ENTIER(Cs.5)
121 ELSE GQOIQ M3

122 END ELSE N:s 1,

123 AUXCOS:= COS(,5#P1/N); ) .

124 RICHARDSON(V,LJ,UJ,LL, UL, IRUE,RESIDUAL, (20DOME | GVAL + 88 (AUXCO8=1))/(AUXCOBe1),
125 B,N,DISCR,K,RATECONYV, DOME IGVAL,QUTPUT)

126 ENDQ ELIMINATIONS

127

128 BBOCEQURE RESIDUAL(U)I aBBAY Uj

129 BEGIN INTEGER UJMINL,ULMINT,LJPLUSY;

130 BEAL U2; BEAL 8BRAY UL[LJ:UJ)}

131 UJMINL:® UJ = 1; ULMINL ts UL = 1; LJPLUSIIs LJ & 1}
132 EQR vi= Ly STEP 1 UNTIL UJ RO X

133 BEGIN U1(lJ)is UlU,LL)y UfJ,LL) 1= 03 ENDS

134 EQR Ltz LL + 1 STEP 1 WNTIL ULMINI DQ

135 BEGIN V1[LY)ts UlLU,L)) VlLy,L)tn O

136 EQR Jiw LUPLUSISIEZR 1 UNILL UJMINL DQ

137 BEGIN U21m Vtu,L)) .

138 ULJ,L)im(4 @ U2 = UL{Jel] = UL(J] = UlJel,b] = UlJslel])e F(JeH,LaH)eH2;
139 Uitvlis y2 ’

140 ENQ}

141 Vluy,Lli= 03

142 - END3 )

143 EQB Ji= Ly STEP 1 uNTIL uv RQ UlJ,uL):i= 0

144 ENQ RESIDUAL}

145 .

146 BEAL PROCEDRURE F(x,Y)} YALUE X,Ys BEAL X,Y:

147 Fim ~2a(xaX + yay);

148 B , .

149 BEAL PRQCEDURE ANALSOL(X,Y)) YALUE X,Y3 BEAL X,Y3

150 ANALSOL = Xexevey;

151

152 BBOCEDRYRE INITAPPR(U,v,L,6)) LNIEGER v,L} ARRAY Ui BEAL 6}
153 EQB J:= LJ SIEP 1 UNTIL UJ Q@

154 EOR Lt= LL STEP 1 UNTIL UL Q@ . .
155 - Uly,L)ta LE gLy QR JsUJ Q8 LaLL QB LsUL THENG ELSE 1)
156 )

157 BBQCEQRVURE OUTPUT1(K)) YALUE ) LNIEGEB i

158 BEGIN INTEGER 13 .

159 lE kK = 0 THEN

160 BEGIN CARRIAGE(3)

161 PRINTTEXT(¢ K DISCR(1) DISCRI2) RATECONV DOME IGVAL$)}
162 NLCR

163 ENDS ) . .
164 NLCR3 FIXT(3,0,k)) EQR 1% 1,2 DQ FLOT(6.2.0,SCR[ 1))}
165 lE K > 0 IHEN

166 BEGIN FLOT(7,2,RATECONV)} FLOT(7,2,DOMEIGVAL) ENQ}
167 ENR ouTPUTL)

168

169 BEBQCEQUBE OUTPUT2(K)3 VALUE K} INIEGEB X3

170 BEGIN

171 lE K = 0 JHEN Di1:s D2:1= 0 ELSE

172 BEGIN D2:i= D1} D1tw DOME|GVAL) R .

173 Niz LEABS((D1 = D2)/02) < 104(=Q) TIHEN kK ELSE NN
174 END}

178 QUTPUTI(K)

176 ENR OuTPUT2}
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4.9. Opgaven

4.9.1. (Hildebrand [1968]). Neem aan dat A; en A£9)

t.o0.v. een vierkant rooster met maaswijdte h. Laat zien dat dan de volgen—

gediscretiseerd zijn

de beweringen waar zijn.

(a) Als U = e %sin ¥, dan is AU = 0 en

A;U-AU=%2161+o(hl‘) ,
A}(19)U- AU=}1IOW U+O(h8) .
(b) Als U = sin x sin y, dan is AU = -2U en
A;U-AU=2—2121+0(hh) ,
A}(19)U- AU=§—U+o(hl‘) .
(e¢) Als U = x2y2, dan is AU = 2(x2+y2) en
A;U-AU=O
A£9)U-AU=% 2.

Aanwi jzing. Maak gebruik van stelling 4.2.5. Merk op dat het gebruik van de
negenpuntsformule alleen zin heeft voor de vergelijking AU = 0, en dat hij
voor niet homogene vergelijkingen zelfs slechter kan zijn dan de vijfpunts

+ formule.

L4.9.2. In het uitgewerkte voorbeeld in de vorige paragraaf hadden wij juist
als analytische oplossing van het Dirichletprobleem in een vierkant met niet—
homogene randvoorwaarden U = xeye. Stel twee Dirichletproblemen in een vier-
kant op die precies de analytische oplossingen (a) en (b) uit vraagstuk

4.9.1 hebben, en behandel deze numeriek op dezelfde manier als in de vorige
paragraaf reeds met (c) is gebeurd. Vergelijk de numerieke uitkomsten en ver-

klaar het verschil.

4.9.3. (Hildebrand [1968]). (a) Toon aan dat als AU = 0 en U een polynoom is
van graad drie of lager in x en y, U dan ook exact voldoet aan de vergeli j-
king A;U = 0.

(b) Illustreer het resultaat van (a) numeriek door de oplossing van het

probleem
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O<x<1 , O<y<1 ,

1—3y2 >  O<y<1,

u(o,y) = 0, U(1,y)

U(x,0) x3, U(x,1) x3-3x ,  0<x<1 ,

. . +
te benaderen met behulp van de differentie-operator Ah met h = .1, en deze
te vergelijken met de analytische oplossing U = x3 - 3xy2 in de roosterpun-

ten. -

4.9.4. Gegeven is het randwaardeprobleem

2 2

§_H,+ U iou =20, —M<X,y<m
2 2

9xX ay

U(x,n) =1, -T<X<T ,

U(x,-m) =0 , —m<x<T ,

U .

o m,y) =siny , —m<y<m ,

U _

5;(—n,y) =cosy , —m<y<mW .

Zoek hiervan de oplossing m.b.v. de in dit hocfdstuk gegeven procedures.
Kies bijvoobeeld £=n=m/20. (De discretisatie van de normale afgeleiden is

behandeld in paragraaf 4.2)

4.9.5. Beschouw het volgende randwaardeprobleem in het gebied
2= {(xy) | 1< x2 + y2 < k4}:

2 2
U a U 2,2
(k.03) 23 +2F -, 1exPay2al
9x oy
(4.9k4) U=y, x2+y2=1 s y >0,
u=10,, Cayl=1 y<o0,
W _ 2 2
(4.95) 5y = H(U=U) o xTeyTEb
met H, U, U1, U2 gegeven constanten. De randvoorwaarde (L4.95) is een voor-

beeld van de stralingsvoorwaarde van Newton (hier is 3/3v de afgeleide langs

de naar binnen gerichte normaal).
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Men kan (L4.93) t/m (4.95) opvatten als een mathematisch model voor de
stationaire temperatuurverdeling in een cneindig lange ringvormige pijp

waarvan het ringvormige gebied uit figuur

4.10 de loodrechte doorsnede is, die aan '
de binnenkant boven resp. onder op constante ‘:“
temperaturen U1 resp. U2 wordt gehouden, en

die aan de buitenrand warmte in de omgeving,
die een temperatuur UO heeft, uitstraalt; H
is hier een stralingsconstante.

fig. 4.10

Het ligt voor de hand om (4.93) t/m (L4.95) te schrijven in poolcodrdi-

naten r,6 (x=rcos 6, y=r sin 6):

2 2
()4.93') -3—[2] + l%g + 1—23_2 =0, 1<r<2, -m<0<m ,
or r r- 36
(’4.9’4') U(1,e) = U1 R 0<@<m ,
u(1,8) = 5 s -m<8<0 ,
U
(h95') 2L (2,0) = H(U(2,0)-U,) ,  -msesr .

Leg nu over het gebied Q een rooster waarvan de roosterpunten gegeven wor-
den door de doorsnijdingen van cirkels r = jp + 1 en rechte lijnen 6 = la

(p en a constantes, en o een "nette" fractie van 2m). Discretiseer de opera-
tor van Laplace gegeven in poolcodrdinaten t.o.v. dit rooster zodanig dat

de fout 0(p2) is. Benader de oplossing van het zo te verkrijgen discrete

analogon van (4.93") t/m (4.95') m.b.v. de in @it hoofdstuk beschreven

=0, U1 =1, U, =2en H= .05.

procedures. Kies daarbij bijvoorbeeld U A

0

4.9.6. (a) Laat zien dat de differentie-operator

1 0

2 -8 0

(A;)z =n % |1 28 20 -8 1
2 -8
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t.0.v. een vierkant rooster de biharmonische operator A2 benadert op een
term van de orde h2 na, dus

2U = O(h2) .

(a5)%0 -
(b) Een overal even dunne vierkante elastische plaat wordt begrensd door
x=0,x=L,y=0eny=L. Als er geen uitwendige kracht op wordt uitge-
oefend, dan voldoet een kleine uitwijking U uit de evenwichtstoestand aan
A2U = 0. Veronderstel dat de plaat zonder vervorming ingeklemd is langs de
drie randen x = 0, x = L eny = L, zodat U = 0 en 3U/3v = 0 geldt langs de-
ze randen, en dat de plaat langs y = O in een parabolische vorm is ingeklemd,

zodanig dat daar geldt

X
(1—3) H]

=l

U _
3y =0 .

Leg over het gebied O<x, y<L een vierkant rooster met maaswijdte h, en ge-
bruik de in (a) gegeven differentie-operator als benadering van 4% om nume-

riek de waarden van U in de roosterpunten te benaderen.

4.9.7. Een membraan is gespannen in een L-vormig raam, zodanig dat het het
gebied getekend in figuur 4.11 overspant. De eigenfrequenties A van dit
membraan worden gevonden uit

-AU = AQU

onder de randvoorwaarde

U= 0 op de rand,
waarin U dan de bij de eigenwaarde A2 behorende eigenfunctie is. Deze
eigenfrequenties zijn voor deze geometrie niet op eenvoudige analytische

manier te vinden. Probeer een benadering van de laagste te vinden met

behulp van de procedure "richardson'".
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fig. L.11
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